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Cette  seconde  Partie  a  pour  objet  principal  I'inte- 
gration  des  equations  differentielles.  Mais  nous  ne 
nous  sommes  pas  propose  de  traiter  cette  matiere  avec 
loute  Fetendue  que  permettrait  I'^tat  actuel  de  la 
science.  Nous  avous  voulu  simplement  presenter  un 
cours  ^l^mentaire  de  calcul  integral,  a  peu  pres  tel 
qu*£tait  celui  de  I'ficole  Polytechnique  il  y  a  quelques 
ann^es.  Toutefois,  nous  avons  cherch^  k  n'omettre 
aucune  idee  importante,  et  k  preparer  a  la  lecture  des 
ouvrages  des  grands  geometres,  tant  sur  Fanalyse 
pure  que  sur  ses  applications  k  la  mecanique  et  k  la 
physique.  C^est  dans  cette  vue  par  exemple  que  nous 
avons  donn^  des  formules  pour  la  representation  des 
fonctions  arbitraires  par  des  series  trigonom^triques  . 
ou  des  int^grales  definies  multiples,  et  montr6  com- 
ment ces  dernieres  peuvent  servir  k  I'expression  des 
intdgrales  des  equations  differentielles  et  des  equa* 
tions  aux  dif£&rentielles  partielles. 
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ELEMENTS 


CALCUL  INFINITESIMAL 


LIVRE   III. 

DES  LIMITES  DE  SOMMES.  CALCUL  INVERSE  DU  CALCUL 
DIFF^RENTIEL. 


GHAPITRE  PREMIER. 

COMMENT    LE    PROBLEME    DES    LIMITES   DE   SOMMES  SE 

RAMENB   AU   PROBLEME   INVERSE    DE   CELUI 

DU    CALCUL    DIFF^RENTIEL. 


1 .  Nous  avons  fesolu  d'une  maDiere  generate  le  probleme 
d^analyse  qui  a  pour  objet  la  recherche  de  la  limite  du  rap- 
port de  quantites  infiniment  petites,  lorsque  ces  quantites 
sent  les  accroissements  simultanes  de  variables  li^es  par  des 
equations  donnees.  Ce  dernier  cas  est  le  plus  ordinaire,  et 
on  y  ramene  en  general  les  autres ;  cependant  il  peat  en  6tre 
auirement,  et  Ton  en  voit  des  exemples  dans  quelques-unes 
des  questions  geometriques  que  nous  avons  traitdes  :  on  se 
dirige  alors  suivant  les  circonstances. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  probleme  infi- 
nitesimal qui  a  pour  objet  la  determination  des  limites  de 
sommesy  et  chercher  si  Ton  pent  le  ramener  comme  le  pre- 
cedent h  des  methodes  generales  de  calcul. 

n.  I 


2    ^  LIVRE    III. 

Remarquous  d'abord  que  dans  toutes  les  questions  de  ce 
genre  que  nous  avons  etudiees  prccedcmment,  les  quan tiles 
indniment  petitcs  que  nous  avons  substituees  aux  elements 
exacts  de  la  grandeur  a  ^valuer  presentent  ce  caractere 
commun,  que  leur  expression  analytique  est  le  produil 
d'une  fonction  d'une  variable  par  raccroisseraent  infini- 
nient  petit  que  prend  cctte  variable,  quand  on  passe  d'un 
element  au  suivant.  Commencons  par  reconnaitre  ce  point 
important. 

2.  Quand  nous  avons  voulu  determiner  Taire  d'une 
courbc  plane,  nous  avons  employe  un  premier  mode  de 
decomposition  par  des  parallelcs  infiniment  voisines;  et  au 
lieu  des  segments  eux-m^mes  compris  entire  deux  parall^Ies 
consecutives,  nous  avons  considere  les  parallelogrammes  in- 
terieurs  ou  en  par  tie  ext^rieurs,  qui  en  difftrenl  d'une  quau- 
lile  infinimenl  petite  par  rapport  a  ces  segments.  Pour  avoir 
I'expression  generalc  de  ces  parallelogrammes,  prenons  un 
axe  des  x  perpendiculaire  et  un  axe  d<^sy  parallele  aux  se- 
cantes*,  Texpression  de  la  corde  qui  estle  c6te  fini  du  paral- 
lelogramme  rectangle,  est  une  fonction  de  x  donnee  par  la 
nature  du  contour.  Si  on  la  repr^sente  par  F  (x)^  et  qu'on 
designe  par  lix  la  difference  des  x  correspondants  a  deux 
parallelcs  cons&utives,  Taire  cherchec  sera  la  limite  de  la 
somme  des  valeurs  que  prendra  F  (x)  2lx  lorsquc  x  prcn- 
dra  successivement  toutes  les  valeurs,  a  parti r  d'une  pre- 
miere qui  est  donnee,  criTissaat  par  iutervalles  2lx,  egaux 
ou  in^gaux,  mais  indefinimcnt  decroissants,  jusqu'a  ce  que 
I'on  parvienne  a  la  valeur  de  x,  a  laquellc  se  termine  la 
surface  a  evaluer. 

Cette  surface  a  done  pour  expression  analytique 

lim.  y^F(-r)A:c 
dans  le  sens  qui  vicnl  d'etre  developpe. 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  3 

Passons  a  uii  autre  mode  de  decomposition  des  aires^  et 
considerons-les  comme  decomposees  par  des  droites  partant 
d'un  m^me  point  et  faisant  entre  ellcs  des  angles  infiniment 
petits.  La  question  revienX  alors  a  trouver  la  limite  d'une 
sommede  secteurs  circulaires  ayant  pour  rayons  les  rayons 
vecteurs  de  la  courbe,  et  pour  angles  au  centre  les  diffe- 
rences des  valeurs  successives  de  Tangle  du  rayon  vecteur 
avec  I'axe  fixe. 

Designant  cet  angle  par  6,  et  par  r  le  rayon  vecteur  qui 
est  une  fonction  donnee  de  0,  il  s'agira  de  calculer  la  valeur 

—  AOy  ou,  en  representant  —  parF(0),  la  va- 
leur de 


1iiii> 


2;F(9)rfe; 


on  en  revient  done  encore  au  meme  problemc  d' analyse. 

On  reconnaitra  facilement  qu'on  est  ramene  a  ce  m^me 
problemc  pour  la  cubature  des  solides,  la  rectification  des 
courbes,  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  et  les  autres 
limites  de  sommes  que  nous  avons  con«iderees. 

Occupons-nous  done  de  ce  problemc  unique  d'analys^ 
auquel  nous  conduisent  toules  ces  recherches  de  limites  de 
sommes. 

Considerons  une  fonction  quelconque  de  x,  F  (x)  5  et 
demontrons  d'abord  qu'il  existe  une  limite  determinee  pour 

la  somme  ^  F  (x)  Ax,  lorsque  Ton  prend  successivement 

pour  X  les  valeurs  depuis  une  valeur  Xq  jusqu'a  une  autre 
valeur  X,  en  les  faisant  croitre  par  inlervalles  egaux  ou  ine- 
gaui,  designes  par  Ax. 
n  suffit  pour  cela  de  concevoir  une  courbe  ayant  pour 

equation  y  =  F  (x) ;  ^.^  (^)  Ax  sera  la  somme  de  rec- 
tangles interieurs  ou  exterieurs,  que  nous  avons  demontre 
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avoir  pour  limite  Faire  de  la  courbe  enlre  les  opdonnees 
correspondaiitcs  aux  abscisses  X09  X.  11  est  done  certain  que, 

quel  que  soit  F  (x),  Vexpression  ^  F  (x)  /^x  a  une  limite 

d^terminee,  independante  des  grandeurs  relatives  des  ac- 
croissements  iufinimeilt  petits. 

Nous  representerons  cette  limite  de  la  maniere  suivante  : 

¥{x)dx. 


et  nouslui  donnerons  le  nom  d'integrale  de  F  (x)  dx,  enlre 
les  limites  Xo^  Kl. 

Ideniite  du  problSme  ties  limites  de  sommes  a^ec  le 
problkme  immerse  du  calcul  differentiel , 

3.  Remarquons  m^intenant  que  si,  laissant  x^  constant, 
nous  regardons  X  comme  variable,  Tintegrale,  ou  Taire 
qui  la  repr^sente,  sera  une  fonction  de  cette  valeur  ex- 
treme X,  que  nous  remplacerons  par  la  lettre  x.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  la  derivee  de  cette  fonction  sera  F(a:). 
Car  si  Ton  augmente  x  de  Ax,  Taire  augmentera  d'une 
quantitedont  le  rapport  avec  le  rectangle  F  (x)  Ax  a  pour 
limite  Tunite,  quand  Ax  tend  vers  zero;  la  limite  du  rap- 
port de  Taccroissement  de  Taire,  ou  de  Tintegrale,  a  Tac- 
croisscment  de  la  variable  x,  ne  sera  done  pas  alter^e  en 
substituant  F  (x)  Ax  a  Faccroissement  exact  de  cette  intc-* 
grale,  et  par  consequent  sa  derivee  sera  F  (x). 

D'ou  resulte  cette  proposition  importante  : 

Liniegrale   I     F  {x)  dx  prise  depuis  une  valeur  con^ 

slante  Xojusqu^ii  une  valeur  indeterminee  x  est  unefonc^ 
tion  dont  la  derivee^  par  rapport  h  x,  est  F  (x),  ou  dont 
la  differentielle  est  F  (x)  dx. 
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Le  probleme  qui  a  pour  objet  la  dfsterminatiou  des  limiles 
de  sommes  d'infiniment  petits  dout  on  donne  la  forme  gene- 
rale  F  (x)  dx^  est  done  renferme  dans  celui  qui  a  pour  ob- 
jet de  remonler  de  la  derivee,  ou  de  la  diflTerentielle  d'une 
fonction,  a  cetle  fonction.  Ce  dernier  probl&meest  I'inverse 
de  celui  du  calcul  des  d^rivees,  ou  des  differentielles  des 
fonctions',  il  est  prouVe  par  ce  qui  precede  qiiila  toujours 
une  solution  J  puisqu'il  renferme  celle  du  probleme  des 
limites  de  sommes,  dont  nous  avons  demonlre  I'existence. 

II  nous  reste  done  a  cfaercber  des  regies  generates  pour 
remonter  des  derivees  aux  fonctions. 

4.  Mais  nous  ferons  d'abord  une  observation  importanle. 
Si  Ton  connait  une  solution  de  cette  question,  c'est-a-dire 
une  fonction  ayant  pour  derivee  la  fonctioii  donnee,  on  en 
aura  une  plus  gdnerale  en  lui  ajoulant  une  constante  arbi- 
tFaire^  c'est-a-dire  un€  quantite  independante  de  la  varia- 
ble dont  il  s'agit;  car  la  derivee  ne  sera  pas  chaugee  par 
cette  addition,  puisque  la  derivee  d'une  constante  est  nulle. 
Et  il  y  a  plus  :  il  n'existe  pas  d'autres  solutions  que  celles 
que  Ton  obtient  ainsi ;  car  on  ne  pent  ajouter  a  la  premiere 
fonction  qu'une  quantile  qui  ne  change  pas  la  derivee,  et, 
par  consequent,  dont  la  derivee  soit  nulle  d'elle-meme.  Or 
uous  avons  vu  (tome P*",  n° 70)  qu'il  n'y  avait  qaune  quan- 
lite  independante  de  la  variable  qui  put  avoir  sa  derivee 
uuUe  pour  toute  valeui?  de  la  variable*  D'ou  resulte  cette 
importance  proposition  ; 

Lorsque  Von  aura  trouv^e  une  fonction  particulieve  de  x 
dont  la  derii^eepar  rapport  a  x  sera  la  fonction  donnee^ 
on  aura  la  fonction  la  plus  generate  qui  satisfasse  h  cett^ 
m£me  condition ^  en  ajoutanta  la  premiere  une  constante 
arbitraire, 

Cette  integrate  generale  s  ecrit  de  Tunc  des  deux  ma- 
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ni^reft  &uiv  antes  : 

i    F{x)djr^C,      ou       I  F(x)lL'r. 

5.  Determination  de  la  constante,  —  Nous  avons  dit 
que   la   limite  de  la  somme  ^F(x)  Aa:,  ou  Tinlegrale 

J!     F  (x)  dxy  etait  une  fonction  de  x  ayant  pour  derivee 

F  (x).  Soit  (p  [x)  une  foncilon  particuliere  Irouvee  par  un 
moyen  quelconque,  et  satisfaisant  a  cette  condition  :  la  fonc- 
tion la  plus  generale  qui  y  satisfera  sera,  par  ce  qui  precede, 

c  designant  une  constante  arbitraire.  Done    /     F(x)rfx 

est  compris  dans  Texpression  generale  y  (x)  4-  c,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  fixer  la  valeur  qu  il  faut  donuer  a  I'ind^- 
termin^e  c  pour  obteuir  Tiiiitcgrale  clierchee,  qui  est  com- 
pletement  d^terminee.  Posons  done 


F  (x)  fix=z(f  (x)  -+-  r, 


et  donnons  a  x  une  valeur  particuliere  quelconque;  les 
deux  membres  devant  ^tre  toujours  ^gaux^  on  en  deduira  la 
valeur  de  c^  si  celle  du  premier  men;d)re  est  connue.  La 
plus  simple  de  toutes  les  valeurs  de  x  k  choisir  est  x^  qui 
annule  evidemment  le  premier  membre,  d^ap^es  sa  signi- 
fication  m^me :  et  il  en  resultera 

ff{x,)-hc=iOy     d'ou     c=  — <p(jr„), 
et  par  suite 

F(j-)r/.r  =  (p(.r)~7(.r,.). 


/* 
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Celle  formule  exprime  que  Vintegrale  est  l^accroissemeut 
que  prend  une  fouctioii  <f  (x)  ay  ant  pour  differeotielle 
F  (x)  dXj  lorsque  Ton  passe  de  la  valeur  Xo  a  la  valeur  x 
de  la  variable.  £t  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  reconnaitre  di- 
rectement :  en  effet,  raccroissement  fini  d*uue  fonction  est 
^gal  a  la  somme  des  accroissements  infiniment  petits  qu'ellc 
prend  success! vement,  quand  on  fait  passer  la  variable  de 
la  premiere  valeur  a  la  dcruiere  par  degres  indefiuiment 
decroissants.  Or  cctte  somme  est  egale  a  la  limite  de  celle 
des  differentielles  de  la  fonction,  qui  ne  different  des  accrois- 
sements m^mes  que  de  quantites  infiniment  petites  par  rap* 

port  a  eux  :  elle  est  done  egale  a  la  limite  de  ^  F  (x)  dx. 

D'ou  il  suit  que  pour  connaitre  cette  derni^re,  il  suffit  de 
cliercher  une  fonction  ayant  pour  differentielle  F  [x)  dx^ 
ou  pour  derivee  F  (x),  et  de  prendre  Taccroissement  qu'elle 
subit  lorsqu'on  fait  passer  la  variable  x^  a  x,  Ce  qui  con- 
duit a  la  formule  precedente. 

6»  Remarque.  —  Toutes  les  fois  que  Ton  a  a  calculer 
une  grandeur,  on  peut  ramener  le  probleme  a  la  recherche 
d'une  fonction,  lors  m6me  que  la  grandeur  serait  bien  deter ^ 
min^e,  comme  par  exemple  le  volume  d'une  sphere  dont  le 
rayon  serait  un  nombre  particulier.  Et  non-seulement  parce 
qu'on  pourrait  chercher  Texpression  generale  d'une  sphere 
dont  le  rayon  est  indetermine,  expression  qui  sera  une  fonc- 
tion du  rayon^  dans  laquelle  on  pourra  ensuite  donner  h.  ce 
rayon  la  valeur  particuli^re  en  question  \  mais  en  conser- 
vant  toujours  celte  valeur  particuliire,  on  peut  chercher 
Texpression  generale  d'une  partie  de  la  sphere,  determinee 
par  un  plan  pcrpendiculaire  a  un  certain  diamitre  et  qui 
reponde  a  un  segment  arbitraire  de  ce  diametre  :  on  a  ainsi 
une  fonction  de  ce  segment  variable,  ct  on  aura  le  volume 
de  la  sphere  en  supposant  ce  segment  egal  au  diamtoc 
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m^me*  Ayant  ainsi  ramene  les  problimes  a  la  recherche 
d'une  foDction,  si  Ton  ne  voit  pas  de  moyen  facile  de  la 
determiner  elle-m^me,  on  pent  chercher  si  sa  derivee  se- 
rait  plus  facile  a  connaitre.  S'il  en  est  ainsi,  le  probl^me 
est  ramene  a  celai  dont  nous  noiis  occupons,  el  qui  a  pour 
objet  de  remonter  d'une  derivee  a  la  fonction.  Cest  ainsi 
que  Ton  aurait  pu  prendre  tous  les  problimes  des  limites  de 
sommes  que  nous  avons  etudi^s  sous  un  autre  point  de  vue 
qui  etait  plus  naturel,  et  devait  se  presenter  le  premier. 
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CHAPITRE  II. 

DIVERSES   MfeTHODES   D'iNT^GRATION. 


7.  Jntegration  immediate.  —  Lorsqu'on  reconuait  dans 
Texpression  a  integrer  la  differentielle  d^une  foncti^n  con- 
nue,  il  suffit  d'ajouler  a  cette  fonction  une  coustante  arbi- 
traire  polir  avoir  Tintegralc  generale  demandee,  el  il  est 
bon  d'observer  que  si  Ton  multiplie  une  differentielle  par 
une  constante  quelconque,  Tintegrale  -se  trouve  multi- 
pliee  par  le  m^me  nombre.  Ainsi  d*abord,  en  considerant 
les  differentielles.  de  toutes  les  foncdons  simples,  comme 
nous  Favons  deja  reniarque  vers  le  commencement  du  cal- 
cul  diCKrentiel,  on  formera  un  premier  recueil  d'integrales 
indefinies,  renfermees  dans  le  tableau  suivant : 

d.a'  =  a'\adxy ,     /a'r/a:=p -f-C,  /  e*c^  =  c*-f  C, 

.      X              x\a        J    X        lege? 
d. sin X  =1  cos xdxy ,    I  cos  xdx  =  sin  j?  -H  C, 

r/.  cosx  =  —  sin  xdx, ...    .  ,     I  sin  Jcdx  =  —  cos  x  -h  C , 
dx  r  dx 

a  cot*  = r-r-  5 )    \  -^-T—  =  —  col  j:  +  C , 

— '-  J   sin'~ 


sin'.r  /   sin'x 
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dx                 r      dv 
ff.arc  sm.r  = --=rv*j    i     =:  =  arc  sin  x  +  C^ 

Vl  — Jl'2  J'sji  —  x^ 

r  —dx  _ 


—  dx  ,     —  ..«,  _ 

a.arccosj:  =  — =V5  I    , =  =:  arc  cos  .r  4-  C , 

V/i  — X* 

dx  f*    dx 

r/.  arc  tango:  =r -v  ?  /  =  arc  tang  jr  +  C , 

^  1 4-x»  J    I  -hx' 

—  dx  .  ^^ 

rt.arccotj:  = :v«5  I  -=arccota7- 


i-hx^ 


r  —dx  __ 

J   i-hx^"* 


Nous  designons  ici  par  x  une  variable  quelconque,  qui 
pourrak  Atre  une  fonciion  d'une  autre  variable. 

En  d'autres  termes,  on  pent  remplacer  x  par  une  fonc- 
tion  quelconque  (f  (x)  dans  toutes  les  formules  precedentes. 
Ainsi,  par  exemple,  la  premiere  donnera 


/' 


[?W]".rf.?W=^^^  +  c. 


8.  11  y  a  une  remarque  a  faire  sur  la  formule 


/ 


x«dx=z 1-C. 

/«  -h  I 


EUe  devient  illusoire  lorsque  Ton  suppose  m  =  —  i .  Dans 

ce  cas,  la  difierenlielle  est  — •,  et  son  inlejjrale  \x-\-C 

n'etant  plus  algebriqi^e  ne  saurait  en  eflet  6tre  foumie  par 

Texpression  algebrique  — h  C. 

Neanmoins,  comme  la  formule  est  exacte,  quelque  pris 
que  m  soil  de — i,  on  pent  en  deduire  Texpression  qui  doit 
la  remplacer  dans  ce  cas  particulier,  en  faisant  converger  m 
vers  la  limite  — i,  et  choisissant  la  constante  arbitraire  de 
mani^re  a  ce  que  le  resultat  tende  vers  une  limite  finie.  II 
suffira,  pour  cela,  de  mettre  le  second  membre  sous  la  forme 

h  ^1?  et  la  premiere  parlie  se  presentera  sous 


DES    LIMITES    DE    £OMMES.  II 

la  forme  -  poui'  w= — i,  Ci  elanl  une  consume   arbi- 
o  * 

trairc;  on  aura  ainsi  conslamment 


/ 


ardx  = v-  C,. 

in  -f-  I 


La  premiere  partie  qui  devienl  -  quand  on  fait  m=  —  i, 

a  une  limite  determinee,  t'gale  a  Ix  —  la^  et  si  Ton  fait 
Ci  —  1 .  a  =-  C,  C  restant  arbitraire,  on  aura 


/ 


x-'dx=z  Ix-f-C, 


ce  qui  s^accorde  avec  la  iroisiemc  formulc  du  tableau  pre- 
cedent, 

9.  Integration  par  decomposition.  —  La  differentielle 
d'une  somme  de  fonctions  etanl  la  somme  des  differentielles 
de  CCS  fonctions,  il  s'ensuit  qu  on  aura  Tintegrale  generale 
d'une  somme  de  differentielles,  en  faisant  la  somme  de  leurs 
integrates,  et  y  ajoutanl  une  constante  arbitraire^  si  Ton 
n'en  a  deja  ajoute  dans  les  integrations  partielles. 

On  pourra  done  integrer  une  expression  differentielle, 
si  Ton  peutla  decomposer  en  plusieurs  autres  dont  on  con- 
naisse  les  integrales.  Qtielquefois  la  decomposition  n^est 
employee  que  pour  ramener  a  des  expressions  plus  simples,^ 
que  Ton  cberche  ensuile  h  integrer  par  d'autres  proc^des. 

Le  nombre  des  parties  dans  lesquelles  on  decompose  la 
fonction  donnee  pent  etre  infini  •,  c'est  ce  qui  arrive  quand 
on  la  developpe  en  serie  :  dans  ce  cas  il  faudra  toujoura 
faire  la  somme  des  integrales  des  differents  termes ;  mais  il 
y  a  quelqties  precautions  a  prendre  relativement  a  la  con- 
vergence des  series,  et  nous  reviendrons  plus  tard  sur  cc 
point. 
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40.  Jntegralion  par  substitution.  —  Si  Ton  a  a  integrer 
F  (x)  dx^  et  que  Ton  pdse  x  =  ©(-s),  d'ou  dx=(f'  [z)  dz^ 
I'expression  donnee  devient  ¥  \^(f[z)'\(f'  [z)  dz  \  eiXdi  limite 
de  la  somme  des  valeurs  de  celle-ci  sera  la  m^me  que  la 
limite  de  la  somme  des  valeurs  de  F  (x)  dx^  pourvu  que  les 
valeurs  extremes  se  correspondent  dans  ces  deux  sommes. 
Done  on  aura 

nY[^)dx=   PF[«p(3)V(4^fo, 
pourvu  que  ^o  ct  z^  soient  determines  par  les  equations 

On  conelut  de  la  que  Tiniegrale  indefinie   /     F  (a:)  ctr  -+-  C 

t/x, 

peut  6lre  remplacee  par 

On  peut  encore  s'en  assurer  en  observant  que  la  fonclion, 
dont  la  derivee  par  rapport  a  x  est  F  (x),  doit  avoir  pour 
derivee  par  rapport  a  z^ 

FWf'(^),     ou     F[y(z)]/(z). 

La  question  est  done  ramenee  a  trouver  une  fonciion  dont  la 
derivee  par  rapport  a  z  soit  la  fonction  F  [(p  (z)]  <f'  [z). 

La  relation  a:  =  y  [x)  elant  arbitraire,  on  parvient  sou- 
vent  a  la  determiner  de  maniere  a  rendre  la  seconde  inte- 
gration plus  simple  que  la  premiere. 

Aiusi,  par  exemple,  /  ¥[X'^a)dx  devient,  en  po- 
sant  X  '\'  a  =ji 


-»'o-+-*» 
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Oil,  eu  changeant  la  leltre  y  en  jr, 


on  a  done 


•  -*-« 

^,^;,>  on    pose  x  =  aj,  dou 
dx  =  ady^  on  a 

J  ;jq:r^  =  ^  J  7:J:7,=-arctangr-^C  =  -arcUng-  +  C. 

Soil  maintenant 

/xdlr 

on  aura 

Voici  encore  quelques  exemples  : 
j  cosa:F(sin.r)r/a:,  sin;c=:j,     /  cosx¥{smx)dxzz:  I  F[x)dx^ 

11.   Infegrafion  par  parties. — La  formule 


^/(mp)  Jp  da 
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donne 

I  u(1p  =  uv  —    I  vdu , 

et  ramene  la  reclierclie  de  rinlegrale  /  udv  a  celle  de  /  vdu. 

Or  on  peut  sduvent  decomposer  la  fonction  F  [x]  qui  se 
trouve  sous  le  signe  d'integration,  en  deux  facteurs.tels, 
que  Tun  soil  une  diffSrenlielle  connue,  et  que  Fintegrale 
a  laquelle  on  est  conduit  par  ce  proc^de  soit  plus  simple 
que  la  premiere.  Celte  methode  s'appelle  integration  par 

parties.    Soit,  par  exemplc ,      I  xcosxclx),    on    prendra 

cosxdx  pour  la  differentiellc  rft',  et  x  remplacera  «;  on 
aura  done 

I  X  cos xd.x  =  a:  sinx  —  /  sin  xdx  =  x  sin  x  -+-  cos.r  -+-  C; 

de  m^me 

Cctte  derniere  se  ramenera  de  meme  a  une  autre  ou 
Tcxposant  de  x  sera  in —  2,  et  ainsi  de  suite  :  on  (iuira 

done  par  arriver  a    1  %\vixdx  ou    1  cos  a:/7x,  suivant  que 

w  sera  impair  ou  pair. 

Nous  allons  appliqucr  ccs  differenles  niethodes  au  petit 
nombre  de  fonctions  qui  peuvent  etre  integrecs  gdnerale- 
ment. 
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CHAPITRE  III. 

INTEGRATION    DES    FONCTIOSS   ALGtBRIQUES 
RATIONKELLES. 


12,  Toutc  fonctioD  rationnelle  de  x  peut  etre  conside- 
rec  comme  composee  d^une  partie  eniiere  et  d'une  fonc- 

lion  77— (  dans  laquelle  F  (x)  sera  d'un  degre  inferieur  a 

La  decomposilion  de  la  fraclion  K  d'apres  les  pro- 

cedes  qui  onf^le  exposes  precedemment  (t.  P"^,  note  II), 
conduira  a  rintegration  d'expressions  ayantrespecdvemenl 
Tune  des  formes  siiivantes  : 

hdx  Adx  {Ax'hB)dj:  (Aj:-4"B)rfr 

Examinons-Ics  success! vement. 

1°.  La  premiere  donne  immediatemcnt 

Adx 


■f: 


=  A1(j:  — fl)-4-  C. 


2*^.  On  Irouvera,  pour  la  seconde, 
Adx  A 


h 


4-C. 


[x  —  «)"  (//  —  i)^x  —  ay 

3**.  Pour  la  troisifeme,  on  la  decomposera  comme  il  suit 

( A .r  +  B )  rfx  _  A  ( j:  —  g )  r/.r        (Ag-hB)r/.r 
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La  premiere  de  ces  deux  iiouvelles  fractions  ayaiit  pour 
numeraleur  le  produit  de  A  par  la  moilie  de  la  differen- 
tielle  du  denorainateur,  est  la  difforentielle  de 

Pour  inlegrer  la  seconde,  on  posera 

et  elle  dcvient 

Aa4-B       €h 

6  'l  +  2^' 

ce  qui  est  la  differenlielle  de 

Aa  +  B        . 

—  arc  lang  z. 

Done 

4^.  Quant  a  la  dernierc  expression 

(A.r-4-B)^ 
"[(^  — a)2  +  6']"' 

on  la  decom posera  ainsi  : 

k[x  —  cx.)dx  (Aa4-B)r/j? 

j(^  —  a)'  -f-  6> ]»       {[x  —  a)^  +  6^]«" 

La  premiere  parlie  est  la  differentielle  de 

—A    

Pour  int^grer  la  seconde  partie  ^^^_^^,_^g,.^^i  on  posera 
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X  —  a=  S^,  ci  elle  deviendra  —r; — ; —  -— r-:  tout  sera 

done  reduit  a  integrer  r-^ 7^5  or  on  a  identiquement 

1  i-4-a»  —  z»  I  z^ 


{«^-Hi)«  (3' -hi)-  (z'H-i)"-'        (z»-M)"' 

done 

{z'-hlT^J    (3»+l)—  J    (z'-f-l)-' 

Mais  rintegration  par  parties  dounera 

{z'-h  !)"""""  2{«—  I)  (3'H-  I ;»-'  "*"  2(/i  — 1)  J  (z»-Hi)«-' 
substiluant  dans  la  precedente,  il  vient 

/</z      z  2/1  —  3    r        dz 

(Z^4,l)«—  (2/1  — 2)l2^4-I>-''^2«— 2  J    (z^-f.,)-*-!' 

L'inlegration  etant  ramenee  a  une  autre  semblable,  mais 

dans  laquelle  Texposant  de  2'  -f-  i  est  diminue  d'une  unite, 

on  parviendra,  par  une  suite  de  reductions  analogues,   a 

dz  , 

Tint^grale  de  — ?  qui  est  arc  tangz.  On  obtiendra  ainsi 

la  formule  suivante  : 

[2n  — 3,,      .       (an— SY^n— 5)  ,  ,       ,.         t 
(2n-3)(an-5)...5.3  ^ 

(an  — 3)('>n  — 5)...3.i         ^  _ 

-h  ) ^) 7-7 7—  arc  tang  «  -h  C. 

Si  Ton  multiplie  cette  expression  par         _^    ^  et  qu'on 
remplace  z  par     "7    ?  on  aura  Tinlegrale  indefinie  de 

11.  2 
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on  connaltra,  par  consequent,  celle  de  la  fonclion  proposee 

(AX'h'B)da: 
[(x  —  a)» +  €']»' 

Ainsi,  au  moyen  des  methodes  qui  viennent  d'fetre  expo- 
sees,  on  pourra  int^grer  louie  expression  alg^brique  ra- 
tionnelle. 

Integration  des  Jbnctions  algebriques  irrationnelles . 

13.  Radicaux  du  second  degre,  —  11  n'y  a  qu'un  ires- 
petit  nombre  de  fonclions  irrationnelles  que  Ton  sache 
integrer  sous  forme  finie.  Nous  allons  examiner  celles 
dont  I'int^gration  pent  s'effecluer  avec  une  certaine  gene- 
ralite. 

Nous  commencerons  par  les  fonctions  ou  la  seule  quan- 
tite  irrationnelle  est  un  radical  du  second  degr6,  sous  le- 
quel  se  irouve  un  polyn6me  du  second  degr^  :  du  reste,  ce 
radical  pent  ^tre  combine  alg^briquement  avec  or,  d'une 
maniire  quelconque. 

Comme  on  pent  faire  passer  hors  du  radical  le  coeflScient 
du  terme  qui  renferme  x',  nous  pouvons  repr^senter  la  dif- 
ferentielle  proposee,  par 

¥{x,   )/a-+-  bx±.T*)dT. 

Pour  integrer  cette  expression,  il  suflira  de  reraplacer  x 
par  une  fonction  d'une  autre  variable  telle,  que  les  quan- 
tit^s  a:,  dx  el  ^a-hbxzh  x^  soient  ralionnelles ;  car  on 
retombera  dans  la  theorie  precedente,  qui  donnera  toujours 
le  moyen  d'effectuer  Tinlegration. 

1°.  Supposons  que  x^  ait  le  signe  -h  sous  le  radical.  On 
pourra  poser 

\/«  -i-  ^  j;  -H  jf'^  =  a  -h  x ; 
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d'ou 

•  /?  H-  ^x  =  2 zx  4-  -%     bdx  =  7> zdx  +  :ixdz  -f-  2.zdz , 

^  —  iz  [b VLZY 


^a'-h  b.r  -\-x^  = 


z^^bz-hi 


2Z  —  b 

La  difierenlielle  proposee  devient  done  rationnelle  par  cette 
transforoiation.  On  aurait  encore  pu  poser 

I  S^o  -^  bx  -{'  x^  =:  sfa  -^  xz  \ 

il  en  resulterait 

^ -f-*  =  2z^ -f-xz%      dx  ^zQdz^-^z^dx-\- ^xzdz, 

izJa — b         ,             z'i/ii  —  bz -h  Jn  , 
x  =  — -— »      dx=::t—^ ^     dzy 

I  — z*  (i  —  z')*  * 

Ja-^-bx-^x'^z  —^ Z-JL.. 

I  —  z' 

La  diflferenlielle  proposee  devient  done  encore  rationnelle  ; 
mais  cette  transformation  aurait  Finconvenient  d'intrO' 
duire  des  imagin aires  si  a  etait  negatif. 

On  pent  encore  employer  une  troisieme  transformation 
quand  les  racines  du  trindme  a-{-hx  +  x*  sont  reelles  ^  ce 
qui  aura  toujours  lieu  dans  le  cas  ou  la  tranformation  pre- 
cedente  ne  peut  se  faire  en  quantites  reelles. 

Soit 

a -{-  bx -h  x^  =  {x  —  a)  (x  —  6) , 

a  jet  S  etant  reels  5  posons 


^n-^  bx  -^  x^=(x  —  oL)Zy 
on  en  lirera 

X  —  6  =  (j:  —  a)  z%      dx  =  z^  dx  -{- 2,(x  —  a )  zdz , 
g  —  az*  2z(6  —  a) 

I  —  z'  (i — z^y 

I r r       (6~a)z 

1  -^  z^ 
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2?.  Dans  le  cas  ou  x*  serait  affecte  du  signe  —  sous 
le  radical,  on  ne  pourrait  employer  la  premiere  de  dies 
trois  transformations.  On  pourrait  employer  la  seconde  si 
a  etait  positif.  Enfin,  si  a  etait  n^gatif,  les  racines  du  tri- 
n6me  a-^-bx — x^  seraient  r^elles,  saps  quoi  le  radical 
^a+bx  —  x^  serait  toujours  imaginaire;  alors  on  emploie- 
rait  la  troisieme  transformation  qui  n'exige  que  la  realite 
des  racines  du  irinime. 

On  pourrait  encore  rendre  rationnelle  une  fonction  alg^- 
brique  qui  renfermerait  deux  radicaux  de  la  forme 


pour  cela  on  poserait 

y «  -f-  .r  =  ^ , 
d'ou 


x=zz^ —a,  .  dx  =  !^zdz,      ^b -^  x=\/z* -{- b  —  a. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  fonction  differentielle  don- 
nee,  elle  ne  renfermera  qu'un  seul  radical  du  second  degre 
qui  affectera  une  expression  du  second  degre  en  z.  On 
retombe  ainsi  dans  le  cas  precedent. 

14.  Appliquons  ces  transformations  a  quelques  cas  par- 
ticuliers. 
Soit 

dx 

^a  -4-  bx  -h  x^ 
posant 

On  en  deduit 

a-hbx=z-^7.xzr^z\  r/^=iiiZlfl£!, 

b-\-iz 

dx     dx  idz 
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done 

Dans  le  cas  ou  Ton  auraii  ft  =  o,  on  trouverait 

/    r-^ —  =  l(x  +  v^g  +  x^)4-C. 
J   ^a  +  x^ 

15.  Considerons  maintenant 

dx 

.  r 

^a-^  bx  —  X* 
et  posons 

V^a  4-  6x  —  x^  =i^-^xzy 
d^ou 

fl/j:  2.dz 


b  '-'X  =  !1Z.^^XZ^, 


done 


/ 


dx 
1 —      ', =  C  —  2  arc  tang  z 


^                         sla  +  bx  —a?  —  sfa 
=  C  —  2  arc  tang  -3^ ^• 

X 

SI  les  racines  du  trin6me  a  -+-  bx  —  x^  sonl  reelles,  on 
pent  employer  la  troisiime  transformation,  et  poser 

Va-f-  bx  —  x'*=z[x  —  a)z, 
en  supposant 

x^  —  bx  —  a  =  (a?  —  a)  (x  —  S) . 
On  aura  d'abord 

^^  2  cfe 

(x— a)z  I  -f-a'' 
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done 

=  C  —  2  arc  tang  i  / 

y/«^^,.r  — or'  V  ^  — « 

=  C  —  2  arc  tang  \  / ,  

Dans  le  cas  particulier  ou  ft  =  o,  a  =  i ,  cetle  derniere 
formule  donne 


=  C  —  arc  tang — ^ j—^ — ^  =  C  —  arc  cos  - 


/ 


dx  ^  ^,  . 

■  -  =  C  —  arc  cos  x  =r  C  -H  arc  sm  x . 


L'autre  transformation  donnerait,  dans  ce  cas, 


/: 


dx  ^  J I  —  X*  —  I 

— :C  —  2arclang- 


^i  — X*  X 

=  G  —  arc  tang  '      =  C  +  arc  sin  x » 

VI  — «' 

resultat  idenlique  au  precedent. 

16.  On  a  souvent  a  integrer  des  expressions  de  la  forme 

suivante  : 

(aj?  +  6)  e/a? 

^fi  -hbx  —  x^ 

On  introduit  alors  au  num^rateur  la  differentielle  de  la 
quantite  soumise  au  radical,  et  Ton  decompose  cette  diffe- 
rentielle dans  les  deux  suivantes  : 

OL  \x \  ax        I  6  H I  ax 

\fa  -+-  b.v  —  ^2         sjn  -+-  b.i:  —  .r' 
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La  premiere  a  poor  integrale  —  a^a-^bx —  x',  el  la 
seconde  renlre  dans  le  cas  precedent. 

17.  La   diiTerentielle  pcut  elre  inieeree 

d'une  maniere  plus  simple  que   par  les  transformations 
que  nous  venons  d^eflectuer,  en  la  rameuant  a  la  forme 

^  expression  qui    a  pour  integrale   arc  sins.  En 

eflet,  on  a 

da: 


dx  dx 


y/F" 


"""-  v/?— ('-^)" 


v/-(7fi)' 


done 


b 

X 

dx  a 

:  =  arc  sm  — ,  -h  t . 


yJa-\-bx^x^  4,_^^ 


s/r 


18.    Fonctions   de  mondmes   irrationnels .  —  Si  Ton 
a    une    fonction    algebrique    rationnelle    des    quantit^s 

m        p  r 

JC",  j:^,...,a:*,  il  est  facile  de  la  rendre  rationnelle,  en 
m^me  temps  que  dx\  il  siiffira  de  poser  x  =  ^"''*'*%  on 
aui^a  alors  dx=  nq.,,sz"'f'"'~'^ dz,  et  tons  les  mon6mes 

m.  r 

a:",.">^^  seront  rationnels  en  z. 
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CHAPITRE  IV. 

DJFF^RE^TIELLES   BINOMES. 


19.  On  designe  sous  ce  nom  les  expressions  de  la  forme 
x"'(a'+-  ba^ydx. 

On  pent  toujours  supposer  w  et  /i  entiers;  ear  s'ils 
etaient  fractionnaires,  la  transformation  indiqu^e  dans  le 
numero  precedent  ramenerait  a  une  expression  semblable, 
ou  les  exposants  de  la  variable  seraient  entiers.  L'exposani 
p  est  suppose  fractionnaire;  car  s'il  etait  entier,  positif 
ou  negatif,  Texpression  proposee  serait  ratiounelle.  Les 
signes  de  ces  trois  exposants  sont  arbitraires;  mais  on  peul 
toujours  supposer  n  positif  :  en  effet,  s'il  etait  negatif,  on 
pourrait  multiplier  le  bin6me  a  +  ix"  par  a:"'*  etajoutcr 
np  a  I'exposantde  x"*,  qui  pourrait  alors  devenir  fraction- 
naire,  mais  que  Ton  rendrait  entier  par  la  transformation 
deja  indiquee.  On  pent  done  toujours  supposer  m  et  n 
entiers  et  n  positif. 

Nous  emploierons  d'abord  la  methode  de  substitution, 
ct  nous  poserons  a  -+-  bx"  =  z,  d'ou 

I  I 

ct,  par  suite, 

m-f-  I 
.  «*"(«  H-  bx'')P  (h:  =  J-  z/*  I  iZlf  \        -  —    dz . 

Done  si est  im    nombre  entier  positif  ou  negatif, 
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rexpression  en  z  n'aura  plus  d*irrationnel  que  le  mo- 
n6me  z^^  el  on  la  rendra  rationnelle  par  le  precede  in- 
dique  dans  le  numero  precedent.  Si,  par  exemple,  on  a 

^=  -,  on  posera  z  = /'?,  ce  qui  revient  a  faire  d'abord 

a  -f-  Jx"  =  «^. 

L'inlegrabilite  de  la  differenlielle  proposee  est  douc  assu- 

ree  quand est  un  norabre  enlier,  quelles  que  soient 

d'ailleurs  les  deux  quantites  m  et  «, 

20.  On  peut  arriver  a  un  autre  cas  d'integrabilite  en 
mettanl  la  differenlielle  donnee  sous  la  forme 

3^-^^?  [ax-" -^  b)Pdr. 

En  effet,   si  Ton   applique  la  condition  qui  vienl  d'etre 

irouvee  en  general,  on  Irouve  qu'on  pourra  Pinlegrer  si 

m  -hnp  -hi  .,  ,  .m-hi. 

est  un  nombre  en  tier,  ou  si [- p  est  en- 


— «  '  n 

tier;  condition  qui  pourra  quelquefois  etre  remplie  quand 
la  premiere  ne  le  sera  pas. 

21.  On  peut  appliquer  Tintegration  par  parties  a  la 
meme  differenlielle  x"'{a -\- bx")f' dx,  en  considerant 
x"*"^  [a -h  bx'^y  dx  comme  une  differenlielle  exacte,  dont 
Fintegrale  est 


nb{p-hi) 
On  obliendra  ainsi 


/  ar{a-h  bx^)Pcij:=    /  x'"-"^' i;"-' («  + ^o:" )/'<-/-& 


nb(p-h  i)  rib{p'h  i)  , 


26  LIVRE    III. 

Mais 

done,  en  substituant,  on  aura 

x'^(a'{-  bx'*)Pdx=  -i— : ^ 

nb{  p-i-i) 

Si  Ton  reduit  Ic  dernier  terme  de  eelte  equation  avec  Tex- 
pression  semblable  qui  se  irouve  dans  le  premier  raembre, 
on  obtiendra  la-  formule 


(t) 


1        J  ^  b{m'^np-{-\) 

(im  — n  +  i)a     (*  ,  ,      v     , 

b{m-hnp'\-  i)  J  ^  ' 


On  est  ainsi  ramene  a  integrer  une  differenlielle  du  meme 
genre  que  la  premiere,  el  qui  n'en  difftre  qu'en  ce  que  Tex- 
posant  m  est  change  en  m  —  //. 

I**.  Supposons  que  m  soil  positif  et  plus  grand  que  n. 
En  traitant  eelte  nouvelle  differenlielle  de  la  meme  maniere 
que  la  precedente,  on  diminuera  encore  de  n  Texposant 
de  j:;  eteu  continuant  ainsi,  Ton  sera  ramene,  apr^s  un  nom- 
bre  A^d'inlegrations,  a  la  differenlielle  x'"~*"  [a-^bx^ydx, 
el  I'on  effectuerait  immediatement  T integration  si  Ton  avail 

m  —  kn  =  n  —  i ,      ou      =  A  +  i . 

n 

Ce  procede  conduira  done  a  Tintegrale  cherchee  loutes  les 
fois  que  m  -|-  i  sera  divisible  par  n,  C'esl  le  premier  cas 
d'int^grabilile  que  nous  avions  rcconnu. 

2°.  Si  m  etait  negalif,  la  formule  (i)  ramenerait  la  dif- 
feronticlle  proposee  a  unc  autre  moins  simple,  puisque  I'ex- 
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posant  du  facteur  monome  y  aurait  une  valeur  numerique- 
menl  plus  grande.  Mais  si  Ton  tire  de  cetle  meme  equation 
la  valeur  de  la  seconde  integrale  en  fonclion  de  la  premiere, 
on  aura  une  formule  qui,  dans  le  cas  de  Texposant  negatif, 
ram&nera  Fintegration  proposee  a  une  plus  simple.  Si  en 
meme  temps  on  change  m  —  n  en  —  m,  on  aura  la  formule 
suivante  ; 


(2) 


/  x-'^ia  +  bx'')Pdx  =r j^ ^ — 

J  '  (/w-.i)a 

bim  —  np  —  n  —  \]    C         ,    ,  .     %     . 

__v i ^ 1    J   x'-'^-\-f{a-irbj[f')Piix. 

—  0«  J 


(,/!. 


Au  moyen  de  cette  formule  on  abaissera  Texposant  — /??, 
puisqu'on  le  ramene  a  —  ni-hn^  et  que  n  pent  toujours 
elre  suppose  positif.  En  continuant  ainsi,  Ton  arrivera  a 
I'exposant  —  m-\-  kn*^  et  Ton  ponrra  integrer  si  Ton  a 

—  w  -f-  I 
WI  +  A72  =  72  I  ,        Oil        =1  —  A". 

n 

Celte  condition  ramene  encore  au  premier  cas  d'integra- 
bilite. 

Lorsque  la  differentielle  ne  rehtre  pas  dans  ce  cas,  les 
formules  (i)  et  (2)  ramenent  toujours  Texposant  m  a  une 
valeur  positive  plus  petite  que  n, 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  peuvent  6 ire  employees,  la 
premiere  lorsque  Ton  a  m  -+-  n;?  -f-  i  =  o,  la  seconde  lors- 
que m=  I,  parce  qu'alors  I'integrale  cliercliee  disparail, 
et  Tequation  qui  subsiste  ne  pent  plus,  par  consequent,  en 
donner  la  valeur.  Mais  dans  chacun  de  ces  cas.  Tune  des 
conditions  d'inte'grabilite  est  satisfaile,  et  la  differenlielle 
devient  rationnelle  par  la  substitution  que  nous  avons  faiie 
en  premier  lieu. 

22.  La  raaniere  donl  nous  avous  fail  usage  de  Tinlegia- 
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lion  par  parties  avail  pour  objet  de  reduire  I'exposant  de 
X  en  dehors  de  la  parenlhese.  Mais  on  pourrait  la  dinger 
de  maniere  a  reduire  I'exposant  du  binome  (a  4-  ftx"). 

En  effet,  si  Ton  considere  oc^  dx  comme  differentielle, 
on  irouvera 


/ 


JF'"  (fl  +  hotf")  Pdx  = ^ 


m  +  I 


m  +  i  J  ^  * 

Dans  eette  derni^re  integrale  on  peut  abaisser  Texposant 
m-f-/i  sans  changer  Texposant  p —  i,  par  le  procede 
employe  dans  le  n^  21 ,  et  Ton  obtiendra  ainsi 


bx'')Pdx  = ^—— ^ 


/XT' (a   .    —  , 
,«  +  «/>+! 

'  anp 


np 


i  af^la-^  bj^)P'-'dx. 


Celte  formule  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  deja  exa- 
mine, ou  Ton  aurait 

w  -♦- «/?  -h  1  ==  o. 

En  appliquant  le  meme  calcul  a  la  differentielle 

.rf"[a  -\- bx'')P'^  dx y 

on  abaissera  d'autant  d'uniles  que  Von  voudra  Texposant 
de  (a  -f-  ij:"),  dans  le  cas  ou  p  sera  positif,  ei  Ton  parvien- 
dra  a  un  exposant  compris  entre  o  et  i .  Celui  du  facleur  x"*^ 
est  reste  le  m^me*,  mais  on  pourra  le  reduire  ensuite  comme 
on  I'a  indique  precedemment ;  et  si  la  differenlielle  ne  de- 
vient  pas  inlegrable,  elle  sera  du  moins  simplifiee  le  plus 
possible. 

Si  p  est  negatif,  on  tirera  de  Tequation  (3)  la  valeur  de 
la  dcrniere  integrale,  qui  so  irouvera  ramenee  a  ime  plus 
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simple.  Changeant  p  en  — p^  pour  cxpHcilcr  son  signe, 
puis  mettant p  au  lieu  de  p  +  i,  on  obticni 

(4)     1     -^  ""(''-- ^^ 

Cetle  formule  ne  devieiidra  illusoire  que  dans  le  cas  ou 
p  =  I.  Mais  alors  la  differentielle  proposee  est  rationnelle, 
a  moins  que  m  ne  soil  fractionuaire  ^  et,  dans  ce  cas,  on 
emploierait  une  transformation  deja  indiquee. 

Au  moyen  de  la  formule  (4)5  Texposant  negatif — p 
peut  ^tre  successivement  augmente  d'autant  d'unites  que 
Ton  voudra,  et  sera  ramene  a  ^tre  compris  enire  o  et  -H  i. 
On  pourra  ensuite  reduire  Texposant  dc  x"*  sans  changer 
celui  qui  affectera  le  bindme  (a  ■+-  bx"). 

23.    Prenons    d'abord   pour   exemple    la   differentielle 

- ■       '  - »  dans  laquelle  m  designe  un  nombre  entier  posilif. 

yi  —  X* 

Elle  est  toujours  integrable*,  car  on  a 

Uonc  SI n  est  pas  entier, \- P  iQ  sera.  S>i  on 

lui  applique  la  formule  (ij,  ou  si  on  I'inl^grc  direclement 
par  parties,  on  trouvera 

v/i  — :r'""  '^^  '^      J   sl\—x' 

L'exposant  m  etant  ainsi   abaisse  de  deux  unites,  on 

arrivera,  en  continuant  d'appliquer  le  m&me  procede,  a 

i>        J      ,  ,  r    xdx  (*     dx 

i  une  des  deux  expressions    I  >     I  >.   suivant 
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que  m  sera  impair  ou  pair;  la  premiere  a  pour  iiuegrale 
—  sli-^x^\  ct  la  seconde,  arc  sin  x. 

On  parvient  ainsi  a  la  formule  suivantc,  dans  le  cas  de 
m  impair, 

(m-i)(m-3)...2  .  I  ■ 

■^(m-2)(//i-4)...i  J 

On  Irouverait,  dans  le  cas  de  w  pair, 


J    Sjl  —  X^  '^^  L  "'—^'  "         (///-- 2)(w-^4)..2j 

(///--i)(/?2  — 3 ) .  .   3 . 1 
H ;^ r; TT arc  sin  .r  -{-  C . 

/?/  (w  —  2)  [m  —  4).  . .  2 

Si  Ton  supposait  Texposant  negalif  et  represente  par  —  w, 
la  formule  de  reduction  serait  la  suivante  : 

Le  seul  cas  ou  elle  ne  puisse  elre  appliquee  est  celui  ou 

m=  i\    il    s'agit    alors   d'integrer   —  «  On  pourra 

.r  y  I  —  x* 

employer  pour  cela  la  transformation  relative  aux  radicaux 
du  second  degre,  et  poser 

d'ou 

—  .7;  =  2  c  -h  •'^-S      —  dx  =  2, dz  -j-  2  JC^r/z  H-  zv/.r , 
dx  dx  2dz  dr  dz 


-hC. 


DES    LIMITES    DB    SOMMES.  3 1 

On  serai t  arrive  plus   simplement  au  meine  lesultat,  cu 

I  .  .    ,         ,    — dz 

posant  a:  =  -5  ce  qui  auraitdonne  ^  que  nous  avons 

z  yjz^  —  i 

integre  precedemment. 

La  differenlielle  — p==  s'inlegrcra  de  meme  en  posant 

x  =  —  Elle  devient 

z 

-^eiz 

i  oil     r/.  arc  cos  z; 

done 


f: 


dx  a 


=  arc  cos  -  4-  C . 


V'.r'  — 1 

d.r 

On  iraitera  de  la  m^me  maniere  la  differeutielle  — -j-^— 
ei  Ton  trouvera 


/: 


dx 


ony  ramenera  la  suivanle  —  v/=ii  a*  ±  x*  en  multipliant  et 
divisant  par  le  radical  5  on  trouvera  ainsi 


/dx   ,— :         /-- ,    a-\-\la^-^x^ 

X  X 

/dx i/a^ — x^          /-; ,    a  -+-  Ja^^.T^ 
— I =  i/«2  ^;K''-^a\.  — — i h  C . 
X                     "                                               ^ 

cff^  dx 
24.  Considerons  encore  la  differenlielle  bin6me  - 


slax —  x"^ 

qui  se  rencontre  dans  le  calcul  des  oscillations  du  pendule. 
On  a  identiquement 

/C^'-'  \x^-\dx  ^ 

af'dx      _^     I  \  2  /  a     r  x'^-'dx 

s/ax  —  x'^        J  sl<ix  —  x^  ^'  J    \lfjx  —  x'^ 


!■- 
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Mais,  en  integrant  par  parlies,  on  irouve 
dx 


-^^  =  —  x""-*  ^nx  —  x^  -4-  (/w  —  I )    I  x'^-'^dx  ^ax  —  . 


SJax  —  x^ 

x"'-^{ax  — .r')  dx 


dx 


J        v^^- 

=  —  x^-^\fax  —  x^-^{m  —  i)a    I  —  —  (m — i)    I 

J   sjax-^x^  J    yjax  — 

subs lituant  dans  la  premiere  equation,  et  reduisant,  il  vient 

/xTdx      j:"*— '  sJax  —  x^       (am  —  i)  a     C  jr"-'r/jc 
>^ax  —  j;2 "~  '''  2m  J   s/ax^x^ 

L'exposanl  m  etant  abaisse  dune  unite,  si  Ton  applique 
le  m&me  proc^de  a  la  nouvelle  differentielle  ct  aux  sui- 

/dx 
'  On  obtiendra 

\/ax  —  x^ 

cette  derniere  en  observant  que 


dx  dx  a 


done 


dx                            a  —  2x        ^ 
=  arc  cos 1-  C . 


^ax  — 


Si  m  etait  negatif,  la  formule  ci-dessus,  resoluepar  rapport 
a  I'integrale  qui  est  dans  le  second  membre,  servirait  de 
m^nae  a  I'abaissement  de  I'exposant  jusqu'a  z^ro. 


DES    LIMITBS    DE    SOMMBS.  33 


GHAPITRE  V. 

INTEGRATION    DES    FONCTIONS    EXPONENTIELLES, 
LOGARITHMIQUES   ET   CI RCUL AIRES. 


25.  Si  I'on  salt  integrer  la  differenlielle  F  (x)  dx^  on 
saura  aussi  integrer  les  suivantes,  par  une  simple  substi- 
tution : 

d.r, 

F{e')e'd.x^      ¥ (]  x) — ,      F(sin.r)  cosx^ir, 

dx 

F  ( cos  X )  sin  xdx ,     F  (arc  sin  j?  ) 


V^i— i» 


^/                 .       dx  _,  K      dx 

F(arccosx)  - ,      F(arc  tangj?) - 


On  voit  de  meme  que  si  F  designe  une  fonction  alg^brique, 
on  rendra  algebriques  les  diflKrentielles 

Y{e*)dx^     F(sin.r,  co^x)dx^ 
F(sinj;,  sinaj:, ...,  cos.r,  cos2j:,  .  .  .)flf.r, 

en  posant  respectivement 

6*  =  z,     sina7  =  z,     oii     cos.r  =  2. 

26.  Soit  maintenant  la  differentielle  P-2"Jar,  dans  la- 
quelle  z  designe  une  fonction  transcendante. 
Si  I'on  pose 

et  que   Ton   puisse  obtenir  les   fonclions  d^sign^es   par 
Q,  R,  S,  etc.,  Tintegration  par  parties  fera  counaitre 
II.  3 
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fPz"dx.  Ell  effei,  on  aura 


/dz  r  dz 


et  ainsi  de  suite.  Done 


/  Vz^dp  =  Q.2"  —  TiRz"-'  -+-  /I  («  — .  i)  Sa"-»  ■ 


27.  Si  Ton  suppose  P  =  i  et  que  Ton  fasse  successive* 
ment  5  =  Ix,  ^  ==  arc  sinx,  on  trouvera 

L  ±/l{/l— l)...2.l  J 

arc  sip  J?        (arcsino:)*  I,         .      ,        ^ 

\   , L  |(arcsinjj --+.C. 

(arcsinx)*  "*J 

Si  Ton  suppose  P  =a:^"~*  et  «  =  Ije,  on  aura 

mm}  I 

Si,  dans  la  premiere  et  la  derni^re  de  ces  trois  formules, 
on  pose  lx=  z^  elles  deviennent,  en  remplafant  m para, 

Jze-d.-e-y     ±„(„_,),    ^,j  J+C, 

^  ■       n.._f,»~.+"("-'),.-._..  n 

J  a  I       _^.«(/»:^i)...3.r  I 
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si,  dans  la  seconde^  on  pose  arc  sin  x  =  Zy  d*ou 
elle  deyient 


/■ 


-+-cosz[«z*-»— /l(/l  — l)(/|  — 2)z«-'3  +  ..  .]  +  C. 

On  pent  d'ailleurs  oblenir  directemenf  ces  trois  dernieres 
formules,  el  en  deduire  reciproquement  les  trois  premiife^. 

28.  Les  deux  integrates  /e'"  cos  bxdx  et  ye""  sin  bxdx 
peuvent  se  determiner  a  la  fois,  au  moyen  de  Fintegration 
par  parties.  En  effet,  on  trouve  immediatement 

c"cos  bxdx  = : —  H —    I  e"  sin  Oxdvy 

/.    ,     .         e"smbx       b     r 
'sin  bxdx  = I  e^'  cos  bxdx . 
a             a  J 

De  ces  deux  equations  on  tire,  pour  ces  integrates,  les  va- 
leurs  suivantes  : 


/ 


,     ,         aoosbx  —  b  sin  bx 

c"*cos  bxdx  = ; !?«'  +  C , 

a^-\-b^ 

e"  sm  bxdx  = ; e^-hC. 

a^-j-b' 


29.  On  poiirra  encore  determiner  les  integrates 

I  .r^d**  eos  bxdx  5        i  x"  c*'  sin  bxdx , 

en  abaissant  successivement  I'exposant  de  x.  Mais  le  calcul 
sera  simplifi^  au  moyen  de  la  formule  ci-dessus,  qui  donne 
la  valeur  de  fz^e*"*  dz^  dans  laquelle  on  remplacera  a  par 
a-^b^ — I.  Elle  devient  alors,  en  substituant  x  k  z^ 

I  ar"^'  (cos  bx  +  ^ —  i  sin  bx) dx 
^  <?**(cos6jc4-^ —  I  sin  bx)  p  nx^-^  .   n{n—i)..  .2.  i"] 

3. 
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Si  Ton  egale  les  parties  reelles  des  deux  membres,  ainsi 
que  les  parties  imaginaires,  on  aura  les  valeurs  des  deux 
inlegrales  cherchees. 

30.   Considerons  maintenant   les    differentielles  de   la 
forme 

Si  Ton  pose  sin  x=  z^  d'ou  cos  xdx  =  dz^  on  obtient 


Elle  renlre  ainsi  dans  les  differentielles  bin6mes,  et  sera 

integrable  lorsque  — : —  sera  enlier,  c'esl-a-dire  lorsque 

m  sera  un  nombre  entier  impair,  ou  lorsque  n  sera  un 
uombre  entier  impair,  ou  lorsque  m-i-n  sera  un  nombre 
entier  pair.  On  aurait  pu  poser  cos:r  =  z^  et  la  diffl^ren- 
tielle  serai  t  de  venue 


d'ou  Ton  aurait  tire  les  m^mes  consequences. 

31.  Au  lieu  d'employer  ces  transformations,  on  peut 
trailer  directemenl  la  differentielle  proposee,  au  moyen  de 
Tintegratlon  par  parties.  On  trouvera  ainsi 

,  ,    r  .  ,         sin'"-^'xcos"-'.r        /?  —  I     /*  . 

(i)    I  sin"*xcos"xdx  = 1 f  sm"*"^*  cos'^-^xda:. 


Or 


I  sin'"-*-'a7cos"-»jrcter=    /  (sin*"^  cos'*-»^)(i  —  cos^xj^ir 
=    /  si n"  j:  cos """' xdx  —    I  sin'"  x  cos"  xdx ; 
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subsdtuant  et  reduisant,  il  vient 

2 )    I  an" a:  cos"  xdx  = 1 I  si n*"  .r  cos"""'  j;ajr. 

J  m-t-  n  m-hn  J 

Done,  si  n  estpositif,  cette  formule  I'abaisse  de  deux  unites, 
sans  changer  m ;  excepte  toutefois  le  cas  ou  m  -{-  «  =  o,  que 
nous  examinerons  plus  tard. 

En  supposant  que  ce  cas  ne  se  presente  pas  jusqu  a  la  fin 
du  calcul,  et  en  continuant  de  diminuer  Texposant  de  cos  x, 
on  le  ramenera  a  o  ou  i  s'il  est  entier. 

32.  En  dirigeant  autrement  Tintegration  par  parties,  on 
abaissera  snccessivement  Texposanl  de  sin  x.  En  effet,  on  a 

i\  C  •  ,         cos""*'*a:sin'"""' J?        m  —  i     /*  .       ,  ._^,    j 

0    I  sm^o:  cos'xc/j:  r= 1 I  sm'^^a:  cos"-^'jt:a^. 

J  «4-i  «-+-!    J 

Or 

I  sin'"~'j? cos'"*:'^xdx  =    i  ( sin"'~'a: cos"j?) ( i  —  sin' a)  clx 

=z    f  sin*"""' jr  cos"jr//« —    /  sm'^xcos'^.rcf.T:, 

Substituant  dans  la  precedente,  et  reduisant,  il  vient 

.  4 1  I  sin"  X  cos"  xdx  =z 1 I  sm""'  x  cos"  xdx. 

J  m-\-n  m-\-n  J 

Si  done  on  excepte  encore  le  cas  de  /w  -h  «  =  o,  on  abais- 
sera I'exposant  de  sinx  d'un  nombre  pair  quelconque,  et, 
s'il  est  entier,  on  parviendra  a  le  reduire  a  zero  ou  a  Tunite, 
sans  que  Texposant  de  cos  x  ait  change.  S'ils  sont  lous  deux 
eniiers  et  positifs,  on  les  reduira  snccessivement  Tun  et 
V  autre  ^  autant  que  possible,  sans  les  rend  re  negatifs,  et  il 
restera  a  integrer  une  des  expressions  suivantes  : 

\  dxy        I  co^xdx^       j  sin  xdx,'      j  sin  or  cos  x^^tr, 

que  nous  considererons  tout  a  Theure. 
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<'i3.  Supposous  mainienant  que  m  etant  positif ,  n  soil 
negaiif  et  remplace  par  — n]  la  formule  (a)  donnera 

/sin*  J?       sin"*"*-' a?  n  H-  i     t*  sin'":c 

L'exposanl  de  cos  x  sc  trouvant  eleve  de  deux  unites,  on 
tirera  la  valeur  de  Finlegrale  qui  est  dans  le  second  mem- 
bre,  et  Ton  irouvera,  en  changeant  /i  -f-  a  en  «, 

(5)  I  dj:z=- ■ 1 f  --ax. 

^    '  J  cos" X  \n  —  I )  cos"""' X  n  —  i       J  cos^^'or 

Cette  formule  ne  pent  etre  appliquee  dans  le  casde  /»=:i. 
Si  en  m^me  temps  m  est  entier,  on  Tabaissera  au  moyen 
de  la  formule  (4);  et  Ton  parviendra  a 

/sinx  ,                   r  dx 
dxy     ou       I  > 
cos  a:                        J   cos  a: 

expressions  que  nous  integrerops  tout  aFheure. 

34.  Si,  au  cpntraire,  n  est  positif  et  779  n^gatif,  rempla- 
fons-le  par  —  m  dans  la  formule  (4)>  eUe  devient 

/cos"j:    ,                 cos""*"' j:              /w  -4-  i    C  cos"x     , 
-: dxz=- ■     .    _^ 1 I    —r—T — dx, 
sm"* X             [m  —  n) sm*"^' x       m  —  n  J    sm'""*"*J? 

L^exposant  de  sin  x  etant  augmente  de  deux  unites,  on 
tirera  la  valeur  de  Tintegrale  du  second  membre,  et  Ton 
aura,  en  remplajant  m  -4-  a  par  m, 

(6)  /   -: dv=:- ; 1 . —    /  -, dx. 

^      J  sm^a:  (m  —  i)sin'"*^'.r  m  —  i      J  sm'^^'jr 

Cette  formule  ne  pent  &tre  appliquee  si  m  =  i  ;  mais  alors, 

en  abaissant  Texposant  de  cos  x,  on  arrivera,  s'il  est  entier, 

,  1,        J  .  f*cosx  J  r  dx 

a  1  unedes  expressions    I  —. —  ax.  ou    f  -t — • 
'^  J   smx  J   sma: 

35.  Supposons  en(in  que  m  et  n  soicnt  negatifs  tous  Us 
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devLXj  et  rcmplacons-les  par  — m  et  — n.  La  formulb  (a) 

deviendra 


xcos*+"'x 


/dx —  I  /I -4-1  r 

sio"x cos" X       (m-hn)  sin"^' ae cos**"' x       m-\-  n  J  sin", 

ou,  en  tifant  la  valenr  de  la  secoude  integrale,  et  cb^n- 
geant  n  +  i  en  n^ 

,  ,    C        dx  I  m-^n^i    r  dx 

J  sin*  iT  cos"  a:       [n  —  r )  sin"~'  x  cos*""'  x  m  —  i      J  sin"  x  cos"~^  x 

On  tirera  semblablement  de  la  formule  (4) 

/dx I m  -f-  I    r  fltr 

sin^x  cos" ar       ( /w  +  /? )  sin""'"'  x  cos*"'  x       m -\- n  J  sin"*"'*  cos" x 

Tirant  de  la  la  valeur  de  la  demiere  integrale,   et  rem- 
plafant  m  +  a  par  m,  ll  vieiit 

(8)  r__^_  =  _ Zli ^m^n-:.    C ^ 

J  sin*arcos"a:       (/w— i)Mn'"-"*irC6i*^'a:  /h  —  i     J  sin"-*:ccos"x 

Au  moyen  des  formules  (7)  et  (8)  on  diminttera  du  plus 
grand  nombre  pair  possible  les  exposants  de  sin  A:  et  cos  x. 
11  n'y  aura  d'exception  que  pour  le  cas  de  m  =  i  ou  /*  =  i , 
et  alors  on  parvient,  en  supposaiit  m  e\  n  enliers,  a  I'une 
des  expressions  suivantes : 


J  sin.r       J  cosx       J 


dx 


sm  X  cos  j; 


36.  En  reunissant  les  cas  particuliers  anxquels  on  est 
conduit  par  Tapplication  de  ces  precedes,  on  voil  que  I'on 
est  loujours  ramene,  qiiand  les  ekposants  ^cynt  entiers,  a 
effectuer  Tune  de^S  integrations  silivantes  : 

/''■r,    I  cos<Ylr,     I  sin 07^9     /  sina:cosa:r/j:,     /  '^dx.    \  -, dx^ 

J        J  J  J  J   cosa:         J  sinx 

/dx  r  dx  r  dx  Tsin^r  rcos'^x 

sin^cos.r        J  sinjr'      J  cosj&'      J  cos" a:    *  *      J   sin"^ 

Les  six  premieres  s'oblienrircfWt  iinmediatement,  et  ont  pour 
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valeurs  respeclives 

I   ^  =  ar  4-  C ,       I  cos  dxr=i  sin  X  +  C , 
I  siii^<ir=:  —  cosx  +  C,        i   s\ii x  c6%  xdx  =. ^-f-C. 

Dans  les  deux  suivantes  1^  numeraieui^  est  la  differentielle 
du  d^nominateur;  abstraction  faite  du  sigue.  Done 

/sin  xdx           ,                y^         r  cos  xdx      ,   . 
=— Icosar+C,        I  — r =  lsinar-hC. 
cos  X                                      J      sinx 

On  integrera  la  suivante en  divisant  ses  deux 

sm  X  cos  X 

termes  par  cos'x^  elle  devient  alors 
dx 


f 


cos'ar        rdlAnex      ,  _ 

_ r=   I  ^—  =  1  tangar-f-C, 

smj:       J    tangx  ° 


La  suivante  -t —  s'integrera  en  divisant  ses  deux  termes 

sin  a:  ^ 

,1  ,  .  .  I         ,      .  .XX 

par  cos'-jc,  apres  avoir  remplace  sma:  par  2  sm-  cos-; 
elle  devient  alors 


X 

d- 

1 


/cos^  -  / 


X 

d,  tang- 

®  2  X 

=  ltang-H-C. 

X  ^2 

tang- 


X 

cos- 

2 


On  raminera  Tintegrale    /  a  cette  demiere,  en  ob- 

^         J  cos  a:  ' 
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servant  que 

f  ^     ^      r  da:  _  I     "^U^V 

J-^J^{l-.y  J  m-^) 

=-i'"e(i-;) +<:  =  '""s  (i+;)+c. 

37.  II  ne  reste  plus  a  inlegrer  que  les  deux  expressions 

sin"j:  ,       ^  cos»x    ,  .  ^  i         u  i 

ax  et  -1 dx^  qui  renirent  1  une  dans  1  autre  par  le 

cos"x  sin^iT  ^  *^ 

changement  de  a:  en x. 

Or  la  formule  (i)  devient,  en  supposant  n  negatif  et 
egal  a  —  w, 

/taog«+'x         r 
tang"  xax  =  -^-^ — • I  tang""^*  xda: , 

et  Ton  en  tirera,  en  rempla^ant  m-h  ^  par  m, 

/tane^-'  a:         /* 
tang"arrir=r — I  tang^-'arrfx, 

En  continuant  a  abaisser  Texposant  de  deux  unites,  on 
parviendra  a  fdxj  ou  /  tang xt/r ,  qui  a  ete  determinee  pre- 

cedemment,  puisqu'elle  n'est  autre  chose  que    I  dx. 

J     cos  JT 

On  aurait  trouve  de  m^me 

/„    ^               cot«-«a:  C  ,     , 

cot"  xoi?  == I  cot *""'  j:a j:  . 

Cette  formule  raminera,  soit  a  J dx^  soit  a  J  coixdxy  qui 
a  ^t^  d^ja  determinee,  quand  on  a  cherche   j  -. —  dx, 

38.  En  appliquant  les  principes  precedents  a  la  deter- 
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mination  des  int^grales 


J  J    Sin"x  J   cos" a: 

on  trouve,  i°  en  supposant  n  pair, 

J  n    I  n  — 2  2.4...(n  — 4)(«  — 2)  J 


..3.     (,-3)(n-.) 

2.4...(«  — 2)li 


Tcosn^rfx  =  !ilif  [cosi^-tx  ^!t—L  co8»-3x  +  . .  .^3.5...(n-3)(^^,)  1 

J  »    L  «— 2  2.4...(n  — 4)(n— 2)  J 


.3.      (,-3)(n.-.)^^ 
2.4. ..(n— 2)11 


/-    J        tang'*— «*       tang»— 3Jr 
tang•»Jraar=— H_- ^^— 5--*-...zttangarzpx-t-C, 

/.       ,              cot^-^'x       cot»— »ar 
coinxdx  = --H ...dttotxzzix-^-Cj 
n  -*—  I            It  -*-  J 

n— iL  »  — 3  i»3...(«  — 5)(rt  — 3)  J 

/.        -             C08«r                         n— 2               ,                2.4...(n — 2)  "1       „ 

cosec»x<i!r = I  co8ec"— » x  -\ r  co8ecn— 3 x-h. .  .H ^ — *-^ ^  cosec  x  I  -f-  C ; 
n  —  I  L                         n— 3                                 1.3...  (n~3)  J 

2°.  En  supposant  n  impair, 

/,             cosxT  .                n— .1    .                          2.4.. .  C«-*-3)(it— 01 
8m»xrf«si=- 1  smn-txH 9in»-3T-f-. .  .H ) 7^-7 (  |H-C, 
"     L                    n-2                              i,3...(«  — 4)C»  — 2)J 

r..,n^^.^!!^L.^ "~Vni-    -T  1  1  ^^...(n-S)    n-01       , 

rtang«x^=i!^^^-l!^ 
^  n  —  I  n  —  s  2 

J  n— I  n  — i  2 

/,.,        8inxr,«             "— 2.„.                 3.5..(n— 2).,T 
sec* xdx  = 1  s^c«-i  X  H s-  sec«-»  x-4-...h i- ^f  sec*  x 
n—i\_                     n  — 3                               2.4. ..(n  — 3)  J 

H 7 ^^ tltang  (  --+-7)» 

2.4.   .  v"— O  \2       4/ 

/cosxT                        rt- 2                                  3.5...(rt— i)  ,1 

cosec^xrfx  = 1  Co§ec«-i  x  n ^  co8ec«-3x  H-. .  .H 7 7 rr  cosec'  x  I 

i.3...(n  — 2),,         X 
2./|...(n  —  i)  ^2 
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39.  Observons  qu'il  est  quelquefois  plus  simple  de  re- 

dx 

duire  les  differentielles  de  la  forme  -^ >  en  les  mulli- 

sin'"  j;  cos"j: 

pliant  une  ou  plusienrs  fois  de  suite  par  sin'x-+-  cos*j:,  ce 

dx 

sin' ar  cos' J? 


qui  n'en  chance  pas  la  valeur.  Par  exemple  -r-i r-  se 


chaneera  en  — :; — h   .  ,    dont  rinteerale  est 

tang  X  —  cot  jp  -f-  C . 

Remarquons  encore  que  Ton  pourra  quelquefois,  avec 
avantage,  remplaoer  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus 
de  X  par  leurs  d^veloppements  en  fonctions  lineaires  des 
sinus  el  cosinus  des  multiples  de  x. 

Nous  terminerons  par  T integration  de  deux  expressions 
qui  se  rencontrent  souvent. 

La  premiere  est  ; r-r-'  On  Tintfere  en 

*  a  -f-  A  co%^x  4-  c  ^iD?x 

posant  tangx  =  z,  et  Ton  obtient 

I  fa-^  c    ^    ^ 

;        ■  ■      arctang.zi/ — rr^"^- 

Si  fl  +  c  et  a  -f-  i  ne  sont  pas  de  m6me  signe,  cette  expres- 
sion se  change  en  logarithmes. 

La  seconde  est = ;  elle  se  ramene  a  la  premiere 

a-^-  0  cosa:  * 

en  rempla9ant  cos  j:  par  cos' sin'-?  et  Ton  posera 

alors  tang  -  =  z. 
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GHAPITRE  VI. 

IMT^GRATIOIS    PAR    SERIES. 


40.  Lorsqa'oQ  ue  peut  int^grer  exactement  une  difle- 
rentielle  F  (x)dx^  on  peut  se  proposer  de  developper  son 
integrale  en  series  \  et  pour  cela  on  developpera  d'abord  la 
fonction  F(x).  Soil  done 

(i)  F(a:)  =  «»+a, -f-ttaH-.  .  .  + w«  4- . . . , 

et  admettons  que  cetle  serie  soil  convergenie  pour  toutes 
les  valeurs  d'x  que  Ton  considerera;  sans  quoi  elle  ne 
pourrait  remplacer  aucune  fonction. 

Soient  s„  la  somme  des  termes  jusqu^a  i/„  inclusivement, 
el  r„  le  reste  de  la  serie,  qui  tend  vers  zero  a  mesure  que 
n  augmente.  On  aura 

Integrons  les  deux  membres  de  cette  equation  entre  deux 
valeurs  quelconques  Xo  el  X,  nous  aurons 

/» X  /•\  /»X 

/       Y{x)dx=   I       Sndx-i-    I       r„dx; 

et  puisque  r„  tend  vers  zero,     I       r^dx  lend   aussi  vers 

z^ro;  done 

J/»X  i^X  /»X  /»X 

I       Y{x)dx  =  \im   j      Sndxz=z  I       u^dx-^  j       a,dlr-4-..., 
X„  •AT,  Jx„  Jx, 

ou,  en  rempla^ant  X  par  x^ 

J  I      Y(x)dx=   I      ihdx-i- 
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L'equation   subsistera    evidemment  en  prenant  les  inte- 
grates ind^flnies 


f  'F{x)dxz=   j  Uodr- 


i\ .  Si  la  serie  ( i )  n'etait  pas  convergenie ,  pour  la 
limite  X,  on  pourrait  craindre  que  la  formule  (2)  ne  fut 
inexacte;  mais  nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  encore, 
pourvu  qu'elle  soit  convergenie,  et  continue  dans  le  voisi- 
nage  de  celte  valeur.  En  effet,  elle  est  demoniree  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  Xo  et  X ;  c'est-a-dire  que  Ton  a 
pour  ces  valeurs 

I       F{x)fia:=i    j      it^dx -\- .  ,  .-\-    I      Und.x -^    ... 

Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  du  second  membre 
est  une  fonction  determinee  de  x^  puisque  la  s^rie  des  in- 
tegrales  est  supposee  convergente,  m^mepourla  valeur  X. 
Si  done  on  fail  lendre  x  vers  X,  les  deux  membres  de  I'e- 
quation  tendront  cbacun  vers  une  limite,  et  ces  limites  ne 
peuvent  etre  inegales.  Done 

I       ¥{A)dj:=    j        Uodx-^    I       u^dx-^,  ,  ,  , 

x/  Jx^  «/r. 

La  m^me  demonstration  se  ferait  pour  la  limite  x^^  et 
m6me  pour  toute  valeur  inlermediaire,  pour  laquelle  la 
serie  (1)  cesserait  d'etre  convergente,  sans  que  la  serie  des 
integrales  cessat  de  T^lre. 

42.  La  fonction  F  (x)  pent  quelquefois  etre  developp^e 
de  bien  des  manieres  differenles  en  series  convergentes  :  on 
cbosira  celle  qui  conviendra  le  mieux  a  la  question.  Si  on 
la  developpe  suivant  la  formule  de  Maclaurin,  on  aura 

F(x)=:F(o)-+.F(o).rH-F»— -f-..  H-F"'(o)      '^'"       +..., 

^  r  ^        '  ^'1.2  ^         '       I    .2...    /W 
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et,  par  suite, 

rF(a:)  rfor  =  C  H- F(o)  j:  4- F'(o)  ^ 


^    '  I  .a. .  .(/w-h  i) 

II  est  facile  de  reconnaitre  que  ce  second  membre  n'est 
autre  chose  que  le  developpement  de  ^F  (x)  dx^  d'apres  la 
formule  de  Maclaurin  :  C  represente  la  valeur  arbitraire 
de  cette  fonction  pour  x  =  o. 

Si  Ton  veul  connailre  I'erreur  commise  en  s'arr^tant 

a  un  terme  quelconque  F'*""*  (o) ?  dans  la  s^rie  (3), 

il  suffira  de  multiplier -. :  par  la  d^rivee  de  Tor- 

'^  I  .2.  . .  («-|-i)  ^ 

dre  (//  4-  i)  de  la  fonction  /F  [x]  dx^  en  dpnnant  a  x dans 
cette  d^riveeune  valeur  Ox  intermediaire  entre  o  et  x,  Cest 
la  regie  connue  dans  le  cas  de  la  formule  de  Maclaurin,  dont 
Tequationt  (3)  est  Papplication  a  la  fonction  fY[x)  dx.  Si 
done  on  designe  par  k  la  plus  grande  valeur  de  F"  (x)  quand 
X  passe  de  o  a  :r,  Terreur  commise  en  s^arr^tant  au  terme 

qui  renferme'  x"  sera  moindre  que ^» 

^  ^       1.2.  ..(/i4- 1) 

43.  On  pourrait  developper  la  fonction  fF{x)dx  par 
la  formule  de  Bernoulli,  qui  donne  pour  une  fonction 
quelconque  jy 

dy         x^    d^y  x^       d^y 

jfi  etant  la  valeur  de  y  correspondant  k  x=^o.  Si  Ton 
suppose 


=    /  F{x)dx^ 


et    ro=iC, 
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on  aura 

;4)jFWdr=fCH-^F{x)_-^F(x)  +  -^F"(*)-.... 

On  obtiendrait  cette  meme  formule  en  in  tyrant  par  par* 
ties  la  diflerentielle  F  (x)  dx.  En  effet,  on  aura  successi- 

vement : 

JY{x)eIx  =  xY(ji:)-^    CxY'(x)dx, 
J    1.2         ^     '  I .2.3         ^     ^  J     1.2.3         ^     '  , 

Si,  en  continuant  indefiniment  ces  integrations,  la  derniire 
inlegrale  tend  vers  zero,  on  aura,  en  faisant  les  substitu- 
tions et  ajoutant  la  constante  arbitraire, 


/' 


Y[x)dx^Q-^arY{x)-^-f^r[x)^-^r'{x)^ 

^    '  ^     '  1.2        ^     ^  1.2.3         ^     ^ 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (4). 

44.  Lors^ue  la  £»n€tioin  F  [x)  est  k  produit  de  pin* 
sieurs  facteurs,  on  pent  se  borner  a  developper  Tun  d'eux  en 
serie,  pourvu  que  les  autres  facteurs  multiplies  par  les  divers 
lermes  de  cette  serie   donnent  des  produits  integrables. 

Soit,  par  exemple,  la  diflferentielle 

dx 

^ax  —  x^sj  \  —  bx 

qui  se  rencontre  dans  le  calcul  du  mouvement  du  pen- 

I 

dule.  On   pent   developper  (i  —  bx)     ^  si  Ton   suppose 
ia:  <^  I ,  abstraction  faite  des  signes,  ct  Ton  aura 

I 
~  2  I-  I  3  I   3  6 

^  '  2  2.4  2. 40 
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Substituant  ce  developpeinent  dans  la  diflerentielle  propo- 
see,  on  aura  a  integrer  des  lermes  de  la  forme 


expression  que  nous  avons  int^gr^e  dans  la  iheorie  des  dif- 
f^rentielles  bin5mes. 

45.  L'lnl^gralion  par  series  peul  servir  a  faire  connaltre 
les  d^veloppements  des  fonctions  donl  on  sail  d^velopper 
les  deriv^es. 

Ainsi,  par  exemple,  la  derivee  de  arc  sinx  eSt  = 

.  dont  le  developpement  est 

1  ,      1.3,       I .3.5    , 

2  2.4  2.4.0 

done 

\  x^       1 . 3  j:*       I » 3 . 5  .r' 

arc  sinjc  =  C-+-a:H 5-H 7  -^  H 7— ,, h .  .    . 

2  3       2.4  5       2.4.6  7 

Mais  il  faut  remarquer  que  le  radical  ayant  ete  pris  posi- 
tivement,  on  suppose  que  Tare  et  le  sinus  varient  dans  le 
meme  sens.  La  formule  ne  s* applique  done  pas  aux  arcs 


compris  entre  ~  et  ir,  mais  elJe  convient  aux  arcs  compris 


IT 


entre  o  et  H — 9  elle  conviendrait  de  m^me  aux  arcs  entre  o 
2  . 

et •  Elle  doit,  par  consequent,  ^tre  satisfaite  quand  on 

y  faita:=o,  el,  par  suite,  C  doit  ^tre  nul^  on  a  done 

1  j:^        I  .  3  ar*        i .  3 . 5  x' 

arc  sm  X  =  .r  H —  —  H 7  —  H y—^ f- .  .  . . 

2  3        2.45        2.407 

Le  developpement  de    ..  n'est  plus  convergent  pour 

x=  i\  mais,  comme  la  serie  des  integrales  ne  cesse  pas  de 
I'etre,  et  de  plus  est  fonction  continue  de  ar,  la  formule 
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precedente  represenie  «rc  sin  .r,  m^me  lorsque  ar  =  i .  On 
a,  pour  cette  valeur  particuliire, 

TT  I     I       1.3    I       1.3.5    I 

•  2  2    3      2.4    5      2.4.6    7 

Mais  cette  serie  serait  trop  peu  convergente  pour  servir  a 
calculer  t:. 

46,  On  aura  de  meme  le  developpement  de  arc  tang  x 

en  developpant ^»  qui  en  est  Ja  derivee. 

Si  Ton  suppose  x  <^  i ,  on  ordonnera  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  x,  a  fin  que  la  serie  soit  convert 
genie,  et  Ton  aura 


done 


•  j:'  +  ^*— j-«+.  .  .  ; 


/. 


dx  ^  x^       x^      x' 


I  -f-  J?'  357 

L'arc  etant  nul  avec  sa  tangente,  on  aura  G  =  o,  et 

«r3  tfr^  ijpl 

arc  tang  x-=.x  —  -5--+--? 1-..** 

007 

Si,  au  contraire,  on  a  x  >  i,  on  aura,  en  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  decroissanies  de  x, 

1      I         I        I         1 


o:^  4-  I        x"^        jr*        X®        or® 

done 

^11  I  I 

arc  tang;t  =  C 4-  tt-t  —  F~7  H ^  -^ . .  . . 

^  X       3j:'        5  a?*        7X' 

La  constante  est  -?  puisque  x  infini  rend  le  premier  mem- 

bre  egal  a  —  Ainsi,  pour  les  valeurs  de  x  numeriquement 
plus  grandes  que  I'unite,  on  a 

arctangx  =  ^-^-f-3^-~       ^ 
II.  4 
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II  faut  remarquer  que  la  premiere  formule  donne  les  arcs 
positifs  depuis  o  jusqu'a  j  seulement.  La  secoude  ne  con- 
vienl  qu'aux  arcs  compns  enlre  cette  limite  et  -qui  est  la 

plusgraiidc  valeur  du  second  membre. 

Ces  formules  sont  exactes  pour  j:=  i,  parce  qu'elles 
resleni  convergentes,  quoique  les  series  qui  expriment  la 
derivee  ne  le  soient  plus-,  elles  donnent  alors 

47.  Cherchons  encore  de  cette  maniere  le  d^veloppement 
de  1  (i  -h  x) ,  dont  la  derivee  est  '  ^'  Si  Ton  suppose 
x  <  I ,  on  a 

=r  I  —  J?  -f-  ar'  —  .r'  4-  .  .  .  ; 

I  -H  j: 

done 


/ 


dx  ^  x"       x^       a^ 

i-ha?  2        3        4 


Le  logarithme  de  I'uniie  ^tant  z^ro,  il  faut  supposer  C  =  o 
pour  que  la  forme  represente  1  ( i  -h  x),  et  Ton  aura 

a?'       0?*       «* 

>(«  +  *)=— 7+3-4-+-  ■• 

Cette  formule  etant  convergente  pour  x  =  1 ,  quoique  la 
serie  qui  exprime  la  derivee  ne  le  soit  plus,  elle  ne  cesse 
pas  d'etre  exacte  pour  cette  valeur  parti culiire.. 

Si  Ton  supposait  x>  i,  et  qu'on  ordonnat  le  develop- 

pement par   rapport  aux  puissances  decroissantes 

dc  X  afin  qu'il  fAt  convergent,  on  ne  trouverait  plus 

1  (i-f-  x)^  mais  seulement  1  ( 1  -f-  jc)  —  la:,  ou  (  i  4-  -  j  • 
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GHAPITRE  VIL 

PASSAGE   DES    UNT^GRALES   INDEFiNlES    AUX 
INTteRALES    d6fIN1ES. 


48.  Nous  avons  demontre,  dans  le  n°  S,  que  si  la  d^ri- 
vee  d'une  fo&ction  quelconque  F(x)  est  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  depuis  Xq  jusqu'a  x,  la  dif- 
ference F  (x)  —  F  {xq)  est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs 
que  prend  F'  [x)  dx^  lorsquie  Ton  fait  passer  la  variable  de 
Xo  a  X,  par  degr^s  infiniment  petits  representes  par  dx^ 
d'otik  r^sulte  la  formule 

(i)      *  r'F(.r)r£r  =  F{*)  — F(xo). 

Ainsi,  pour  connailre  Tintegrale  definie  de  P'  [x)  dx  entre 
des  limites  donn^es,  lorsque  Ton  connait  I'integrale  ind^- 
finie,  ou  une  fonction  quelconque  F  (x)  ayant  pour  deri* 
vfeF'(x),  il  sufBt  de  subslituer  les  limites  de  Tintegrale 
dans  F  (a:),  et  de  retrancher  le  resultat  relatif  k  la  plus  pe- 
tite limite,  de  celui  qui  se  rapporte  a  la  plus  grande. 
Excmples  : 

Jr  «"£ir==  — !— ,    C     e-^*dx  =  iy 
0  »»  +  >     Jo 

f    e^dx=zl,        f 
Jo  ^         Jo 


dx       n 

-ha*       2a 


r"^      dx      _  TT       r^       dx      _7r       r«*  dx  _ir 


4. 
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J/»QO                                                                       /•QO                                                    . 
e-°'  COS  bxdx  =  — 9      I        ^-*'sin  ^jrrfx  = r-  j 

ft  w 

/•2  2  4  6    2X       r^ 

Jo  3.5.7. ,.(2Xh-i)         J^ 

TT  ^  It 

J  I       sin'*arrfa:  =  -  *     '     '  '  ; =    /      COS'*  j:r/x, 
0                                            2.4.6.  ..2X-           2  Jo 

X 

X 
X 


^         ,;        •    ,*^.     J  2.4.6.  .  .2/' 

(2f-hl)(2/-h  3)..  .(214-2A-I-1) 


cos'*  j:  sin^x  fix  = /^        /      '    "/v         — - 

2.4.6.  .  .(2/-|-2^) 

'       X^^dx      _    1.3,5..   ■   (2^  —  1)    TT 
^1  —  X'~"  2. 46.  ..2/-  2' 


X 


'   j^*+'£/a:  _        2.4.6...  Ik 

f^     V^i  — x»""3.5.7...(2it-M)' 

Ces  derniires  integrales  rentrient  dans  deux  des  precedentes 

en  posant  x  =  sin  z ;  d'ou  --==  =zdz. 

yi  —  x^ 

LHntegrale  indefinie  de  -^ pent  6tre  determinee  en 

decomposant  en  fractions  simples  rexpression  —^ ?  dans 

laquelle  on  pent  toujours  supposer  in<^n.  D'apres  cela, 

si  I'on  fait =  a,  on  obtiendra 

2/1 

Z**'  a:=»"«ir  _  Trfsinfl TT-f- sin 3 flTT -I- sin 5 flfTT-H... "I _       tt 
J— ©©^'"-hi       /»  L  +sin(2«  —  ijflTT  J~/isinfl7r 

On  aura  encore,  en  supposant  que  in  et  n  soient  des  nom* 
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bres  en  tiers  posicifs.  lels  qne  m  <:^n. 


m  sin 


o\  mainteDant  on  pose  x*  =  z.  —  =  a .  telle  equation 

devient    I       ^  — ,  a  avant  one  Taleor  ccnnnien- 

surable  quelconqne  comprise  entre  o  et  i .  et  ponvant  aroir 
aussi,  par  consequent,  tonle  valeor  incommensorable  com- 
prise entre  les  m^mes  limites. 

On  trouvera  encore,  d*apres  one  formole  precedemment 
demootree,  en  supposant  n  >  i. 


rfr       1.3.5...    2Jt  —  3)  IS 


(i-j-x')"        a. 4.6.  ..(ail — 2)  2 


II  faut  bien  remarqner  que  la  fbrmule  (i)  ne  subsisterait 

plus  si  la  fonction  F  (x)  devenait  infinie  entre  les  limites  de 

I 'integration.  Dans  ce  cas,  la  somme  des  elements  F"  (x)  dx 

pent  ^tre  infinie,  ou  indeterminee.  II  faudra  done  loujours 

s' assurer  si  F  (x)  ne  devient  pas  infini  dans  cet  interYalle, 

et  c'est  seulement  lorsque  cette  circonstanee  ne  se  presen- 

lera  pas,  que  Ton  pourra  dire  que  F  (r)  —  F(x^)  est  la 

limilc  de  la  somme  des  elements  lels  que  F'  [x)dx.  Dans 

le  cascontraire,  on  partage  Tintegrale  en  deux  autres  ayant 

pour  limile  commune  la  valeur  particuliere  de  x,  et  Ton 

examine  separement  chacune  dVlles. 

/»  -f-  &   . 
Si,  par  exemple,  on  cbercbe    I  ^  '  '^  formule  (i) 

J — a        ^ 

donnera  — ^^  —  -^,  expression  qui  est  negative,  tandis 

que  tous  les  elements  sout  positifs.  Mais  --  devenant  infini 
pour  x  =  o,  il  faut  s'assurer  si  Tintegrale  ne  le  devient  pas 
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aussi.  Cest  ce  qui  arrive,  en  effet,  el  la  formule  (t)  suppose 
que  cette  circonslance  n'arrive  pas. 

Dans  le  cas  actuel,  les  deux  int^grales  partielles  sont  in- 
finies  de  m£me  signe;  par  consequent  il  n'y  a  pas  indeter- 
minalion,  et  Tintegrale  demandee  est  infinie. 

/dx 
—  •  Si  les  deux  limites 

sont  negatives,  on  a  une  somme  d'^I^ments  negatifs,  qui 
seraient  les  m^mes,  au  signe  pres,  que  si  I'on  prenait  ces 
limites  positives.  Ainsi  Ton  aura 


/- 


dx  b 

X  m 


II  n'y  aurait  de  m^me  aucune  difficulte  pour  deux  limites 
positives;  mais  si  elles  sont  de  signes  diffi^rents,  Tintegrale 
Ix  passant  par  Tinfini,  la  formule  (i)  n'est  plus  demontree; 
el  il  y  ^  cela  de  remarquable,  que  la  somme  des  elements 
est  reellement  indeterminee. 

X-^^  dx 
—  *,  partageons-Ia 
-a       ^ 

en  deux  autres,  dont  les  limites  soient  — a —  t\).  pour  la 
premiere  et  -+-  ev  -h  i  pour  la  seconde ;  s  etant  une  quan- 
tity qui  tend  vers  z^ro,  et  /ui,  v  deux  nombres  constants  arbi- 

traires.  La  premiere  integrale  aura  pour  valeur  1  —  5  et  la 

seconde  1  -7-  \  le^r  somme  sera  1  -  -h  1  —  Elle  ne  renfermera 
b  V  a 

plus  e,  et^  par  consequent,  si  1  on  fait  tendre  cette  quan- 
tity vers  zero,  on  aura  pour  la  somme  des  deux  integrales, 

X^   doc 
—  ?  la    quantite    ind^teiteinee 

1  -  -f-  l-»  qui  depend  du  rapport  arbitraire  des  intervalles 
infiniment  decroissants  e{ji,  ev.  Si  on  les  suppose  egaux. 
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b 

a 

chy  appelle  la  valeur  principale  de  rinlegrale  indetermi- 
Dee. 


1  —  devieDi  1 1  ou  zero,  el  il  reste  1  —  C'esl  ce  que  M.  Cau- 


49.  Lorsque  Ton  applique  rintegratiou  par  parties  a  la 
transformation  des  integrales  definies,  et  qu^on  doiiue  levS 
memes  limites  aux  integrales,  il  est  facile  de  voir^  en  g&ie- 
ral,  comment  doit  ^tre  determinee  la  conslante. 

En  effet,  on  a 

Si  Ton  veut  que  les  integrales  soient  prises  entre  Tes  m^mes 
limites  x^  et  X,  on  commencera  par  les  prendre  a  partir  de 
Xq  \  mais  alors  il  est  necessaire  d'ajouter  une  constante  ar- 
bitrairc  a  Tun  des  membres,  le  qui  donne 

Pour  que  cette  equation  ait  lieu  en  faisant  x  ==■  x^y  il  favi  t 
que  Ton  ait  C  = — /(j^d)  ?  (-^o)?  ^^i  pa^  consequent, 

f    /(x)ci.^{x)==/(X)^{X)-/{x,)^(,r,)^  f     ^[x)d.f[x). 

50.  Si  Ion  renverse  les  limites  d'une  integrale  definie, 
on  ue  fait  que  changer  son  signe^  car  les  accroissements 
de  X  changent  d:e  signe,  et  les  valeurs  absoluesdes  ^t^ments 
diflerentiels  ne  changent  pas.  Ou  a  done 

t     .V[x)dxz=^  F{x)dx, 

ce  qui  s'accorde  avec  Pexpression  de  I'lntegrale  definie  au 
mojcn  de  la  fonction  9  (x)  dont  la  deritee  est  F{x),  En 
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effet,  on  a 

expressions  egales  el  de  signes  contr aires. 

51.  On  pent  changer  I'integrale    I       F{x)dx  dans  la 
suivante  : 


j       F(X-f- a:o  —  ^)^*,' 


dont  les  limites  sont  les  m^mes.  En  effet,  les  elements  qui 
les  composent  Tune  et  I'autre  sont  les  m^mes  en  ordre  in- 
verse. En  partant  de  celte  remarque,  qui  est  quelquefois 
utile ,  on  peut,  par  une  suite  dMnt^grations  par  parties , 
obtenir  tr^s-simplement  la  s^rie  de  Taylor,  conime  on  va 
le  voir. 

52.  Serie  de  Taylor,  —  Soit  F  (x)  une  fonction  quel- 
conque  qui  reste  continue,  ainsi  que  ses  n  premieres  d^ri- 
v^es,  enlre  les  limites  x  et  x  ■+■  /i.  On  a  evidemment 

F(a!'^h)  —  W{^}=    f    r(a:-^z)dz; 

et,  d'apres  ce  qui  vient  d'etre  dit, 

f    r(x-^z)dz=    f    r(.T^h-  z)dz: 

X  est  constant  dans^cette  integration,  z  seul  varie. 

Integrant  par  parties  cette  derniere  expression  etcelles 
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qui  s'en  deduiseut,  il  vienl 

JF'(a:-hh  —  z)dz=zr(a:-^h-^z)-^  f  zF"  {x -^  h  •^z)dz 
=  zr{x^h—z)  -h  —r'{x^h-^z) 

SM'on  prend  les  integrates  entre  les  limites  o  et  A,  il  fau- 
dra  faire  successivement  z  =  h^  z  =  o  dans  les  termes  en 
dehors  du  signe  y,  puis  retrancher  le  dernier  resultat  du 
premier,  ce  qui  donnera 


1.2...(/l-l)  ^    ^         Jo       I.  2...  (/I— I)        ^  ^ 

Mais 

F(ar4-/0  — F(^)  =     T    F' {x  +  h  —  z)dz', 
done 

F(x-hA)  =  F(a:)4-Ar(ar)-t.  — F''(:i:)  +  ...-+- ^^^^ T  F""' W 

'  ^    '  ^    '  1.2        ^    '  1. 2. ..(/I—  l)  ^    ' 

H \ r     /     z''-'F"ix-^h—z)dz. 

Lorsquc  le    terme  qui   renferme  Fintegrale   definie  tend 
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vers  zero  a  mesure  que  n  augmente,  la  s^rie  converge 
vers  Y  [x-\-  li)^  et  devient  celle  que  Taylor  a  fait  connaitre. 
On  pcut  donner  une  autre  forme  au  terme  qui  exprime 
Ferreur  commise,  en  s'arr^tant  au  terrae  de  rang  n.  E» 
effet,  I'lntegrale  definie  est  ^gale  a  la  somme  des  facteurs 
2"-*  dz^  multipliee  par  une  valeur  moyenne  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  prend  F"  (  j:  ■+■  A  —  z) 
quand  z  passe  de  o*a  h-^  et  comme  cette  fonction  est  sup- 
posee  continue  dans  cet  intervalle,  cette  moyenne  est  Tulie 
des  valeurs  que  prend  F"  (i*  -f-  A  —  2),  pour  une  certaine 
valeur  de  z  comprise  entre  o  et  A  :  d'ou  resulte  aussi  pour 
h  —  z  line  valeur  comprise  entre  o  et  /i,  que  nous  repre- 
senterons  par  Bh.  Le  terme  qui  complete  le  developpement 
devient  done 

i.a...(7j-:-i}  Jo  1.2. ..«      ^  ^ 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  ravbns  presentee  dans  le 
Calcul  differential  :  6  est  une  fonction  inconnue  de\r,  et 
Ton  sait  seulement  qu'elle  a  une  valeur  positive  plus  petite 
que  Tunit^. 

En  prenant'la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
de  F*(a:)  dans  Tintervalle  de  a:  a  jc-hA,  on  aura  deux 
liinites  entre  lesquelles  sera  comprise  I'erreur  commise  en 
s'arr&tant  apris  le  /i'*'"*  terme.  L'integrale  definie  donne  la 
valeur  exacte  de  cette  erreur;  mais  elle  presente  la  diffi- 
cult^ de  r integration,  et  Ton  ne  pent  g^iieralement  se  pro- 
poser que  de  la  renfermer  entre  deux  li mites  counues. 

Differentiation  et  integration  sous  le  signe  J, 

53.  Nous  avons  fait  connaitre,  au  commencement  de  ce 
Cours,  les  regies  pour  difierentier  les  fonction s  expli cites, 
ainsi  que  celles  qui  sont  liees  entre  elles  et  avec  la  variable 
principale  par  des  equations  dont  les  denx  membres  sont 
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des  fonctions  explicites.  Nous  allons  considerer  une  autre 
esp^ce  de  fonction  et  donncr  le  moyen  de  la  differentier. 

Soil  la  fonction  "  =   /      F  [z^  x)'dz  que  Ton  se  propose 

de  differentier  par  rapport  k  x\  les  limites  z^^  Tjy  pouvanl 
^tre  des  fonctions  quelconques  de  x. 

On  aura,  en  considerant  cette  integrale  com  me  une  fonc- 
tion composee  de  z^^  Z,  x,  qui  sonl  toutes  des  fonctions 
de  X, 

dx  ~  \dz,)  dx  "*"  \dZ)  Ibc  "*■  Xdx] 
Or  on  a  d'abord 

Quant  au  troiaieme  terme  —  ?  qui  est  relatif  a  la  sup- 
position de  -Zo  et  Z  constants,  il  est  la  limite  de 

J/.Z  /%Z 

I      F(z,x-f.  A)//z —    I      Y[z^x)dz 

h 

ou  de 

et  a  pour  valeur 

/ 


ZrfF(.,.)^^_ 


Done" 


^/x 


dx 
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On  parviendrait  tres-simplement  a  la  ineme  formule,  eii 
considerant  Tintegrale  d^fiiiie  comme  representant  Faire 
d'une  courbe. 

Si  les  limites  sont  constantes,  c'est-a-dire  independantes 
de  or,  on  a 

on  voit  qu'alors  les  deux  operations  dc  differentia  lion  et 
d'integration  peuvent  se  faire  dans  un  ordre  quelconque. 

54.  Si  la  fonction  de  x  etait  une  integrale  indefinie  par 
rapport  a  z,  on  la  mettrait  sous  la  forme 

«=     /      F(z,  a:)dz  -f-  C, 

.C  etani  une  fonction  quelconque  ^.e  x\  d'ou 
dx         /  dx  dx 

•'■So 

On  pent  done  faire,  dans  un  ordre  quelconque,  les  deux 
operations  sur  F(^,  x),  pourvu  que  les  constantes  rela- 
tives aux  deux  integrations  soient  liees  par  la  condition  que 
la  seconde  soit  la  derivee  de  la  premiere  par  rapport  a  x. 

♦  55.  Si,  au  lieu  dedifferentier    i      F  (z,  x)  dz^  on  avail 

a  I'integrer  par  rapport  a  x  entre  les  limites  j'o?  X  •,  z^  et  Z 
etant  supposees  independantes  de  Xy  on  observerait,  d'apris 
ce  qui  precede,  que,  quel  que  soit  z^ 

j      dx   j      F(3,  x)dz     et       j.     dz    j      ¥(z,  x)dx 

ont  la  meme  derivee  p-ir  rapport  ax;  et  comme  elles  de- 
viennent  uulles  toutes  deux  pour  x  =  Xq^  elles  sont  aussi 
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e^ales  quel  que  soit  x.  L'ordre  des  deux  operations  est 
done  encore  indifTerent.  Tout  cela  suppose  que  la  fonction 
F(z,  x)  ne  devienne  ni  infinie  ni  ind^terminee,pour  aucune 
valeur  de  x  ei  z  comprise  entre  les  limites  ;  si  cela  arrivait, 
il  faudrait  un  examen  particuHer  dont  nous  nous  oecupe- 
rons  tout  a  Theure. 

On  pent  encore  demonlrer  geometriqueroent  cette  propo- 
sition en  considerant  F(zjX)  comme  Fordonnee  d'une  sur- 
face, et  cherchant  I'expression  du  volume  compris  entre 
cette  surface,  le  plan  zx^  deux  plans  perpendiculaires  a 
I'axe  des  x,  correspondants  aux  abscisses  Xo,  x\  et  enfin 
deax  plans  perpendiculaires  a  Taxe  des  Zy  correspondants 
aux  valeurs  Zo^    z.    Ce  volume  a  pour   expression    soit 

dx  I     F  (zy  x)  dzy  soil  I      dz    j      F  (z,  x)dz\  Ces 

deux  expressions  sont  done  equivalentes,  en  supposant 
toutefois  que  Tordorinee  F  (z^  x)  reste  finie  dans  Tinter- 
valle  considere. 

56.  Si  les  deux  integrales  etaient  ind^finies,  la  premiere 
serai t 

en  Tintegrant,  on  irouverait 

J/»x  pz  r*x 

I      dx    I      ¥{z,x)dz-hf{z)+    I      <f(x)dx, 

ce  qu*on  pent  mettre  sous  la  forme 

f  dx    f   ¥{z,x)dz-h/{z)-^Mx), 

et  Ton  trouverait  un  r^sultat  identique  en  integrant  en 
ordre  inverse ;  les  fonctions /"ety'i  pouvant  toujours  ^tre 
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regardees  conune  les  m^mes  dans  les  deux  cas,  puisqu^elles 
sont  enti^rement  arbitral  res. 

57.  Integrates  defimes  singulieres.  —  M.  Cauchy  a 
d^igne  sous  ce  nom,  des  integrates  prises  entre  des  limites 
qui  se  rapprochent  indefiniment  d'une  valeur  particuliire 
de  la  yai*iable«  qui  rend  la  fonelion  infinie. 

Par  exemple,  si  I'on  suppose  F(a)  infinie,  Finlegrale 

P  [x)  dx  sera  une  integrale  definie  singuliire,  si 

—  e 

e  tend  vers  aero,  fx  etant  un  nombre  fini  quelconque. 
On  pent  mettre  la  fonction  difif^rentielle  sous  la  forme 

[x  —  a)¥ [x) ;  et  si  I'on  designe  par  |  une  valeur 

moyenne  entre  a  —  e  et «  — /xe,  I'integrale  sera  egale  a 

(5-«)F{5)   /""""'-^^     <M.-  (I-'')F{5)1f. 

Ja  —  e  ^         " 

Si  {$  —  «)F(|)  a  une  limite  differente  de  zero  quand  | 
lend  vers  a,  Tintegrale  definie  singuliire  aura  une  valeur 
determinee  en  m^me  temps  que  ju.  Nous  allons  voir  aquoi 
cette  consideration  peut  ^tre  utile  dans  la  determination 
des  integrales  definies. 

58.  Cas  oil  la  fonction  sous  le  signe  J  passe  par  Fin^ 
fini.  —  Si  une  valeur  xz=a  rend  F  [x)  infinie,  et  se  trouve 


on 


on 


comprise  dans  les  limites  de  I'integrale   i      F  (x)  dx^ 

Joe 

formera  d'abord   /  F  (x)  rfx,  puis    I        Y[x)dx\ 

on  les  ajoutera,  puis  on  fera  tendre  e  vers  zero  :  la  limite 
est  ce  que  M.  Cauchy  nomme  la  ^valeur  principale  de  Tin- 
tegrale.  On  pourra  avoir  une  valeur  differente  si  Ton  cher- 
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(he  la  Iimite  de  la  somme  des  deux  integrales  suivantes  : 

6  tendant  toujours  vers  z^ro,  et  les  nombres  fx,  v  eiant 
difTerants;  car  il  y  aurait,  de  plus,  les  deux  integrales 

F(x)da:,         I  F(x)dx. 

Et  si  leur  somme  ne  tend  pas  vers  zero  avee  e,  on  aura  une 
valeur  differente  de  la  premiere,  que  nous  avons  nommee 
valeur  principale;  mais  il  est  evident  que  cela  narrivera 

f      F(j:)rfz,     /     F{x)dx 

ec  Ja 

seront  finies.  Or  les  deux  dernieres  integrales  definies  sin- 

gulieres  ont  pour  Iimite  de  leur  somme  Kl  ~9  K  etant  la 

Iimite  de  (x  —  a)¥  (x)  quand  x  tend  vers  a,  et  suppos^e 
de  m^me  signe  quand  x  est  <^^,.ou  >  a  (le  cas  contraire 
n'offre,  au  reste,  rien  d^embarrassant).  Si  done  K  n'est  pas 

nul,  Tintegrale    f      ¥  [x)  dx  esl  indeterminee -,  mais   sa 

valeur  principale  est  determinee,  soil  finie,  soit  infinie. 

Si  K  est  nul,  on  ne  peut  pas  dire  que  K I  -  soit  necessai- 

rement  nul,  puisque  1  -  peut  ^tre  infini. 
Par  exemple,  si  v  =  s,  1  -  est  infini,  et  la  seconde  int^ 

I  F  (x)  dx. 

Ainsi,     /      — j- =  1  (  1-+- ^J9  etsi  v  =  e,  ona  I  2. 
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Mais  dans  cet  autre  exemple    /       -— >  on  a  — =  1  v,  oU 

y/|lv,  5  ^tant  un  interm^diaire  entre  s  et  ve;  de  sorte  que 
g  =  Ave  et  /f  >  I  :  par  la  V'f  Iv  devient  V^A7>/v1v.  Mais 

on  sail  que  yv  1  v  est  hul  pour  v  =  o ;  done    /      -^  est  nul, 

comme  d'ailleurs  on  Taurait  vu  en  effectuant  1' integration. 

59.  Si  Ton  suppose  une   des  li mites  infinie,  on   aura 

I 

¥  (x)dx'^el  pour  que  I'int^- 

e 

grale  proposee  soit  finie,  il  faudra  que  celle-ci  tende  vers 
zero  avec  e,  quelque  petit  que  soit  fjt  :  il  faudra  done  que 

-- — F  (=: — I'lfx  tende  vers  zero  quel  que  soit  |ui,  K  etant 

>' 

Soit  F  ( j:)  =  Y^ — ~~~  'i  ^  (  V —  I  pourra  6tre  remplace 

par  —  (Kfjis)""'",  et  il  faudra  que  (as""'"""*  1  fx  tende  vers 

zero,  ce  qui  exige  w  ^  m  +  i  ^  et  cela  est  suffisant. 

On  pourra  ainsi,  au  moyen  des  integrales  definies  sin- 
guliires,  reconnaitre  si  les  integrales  cherchees  devien- 
nent  infinies  ou  indelermin^es  quand  une  valeur  de  x 
rend  la  fonction  donnee  infinie.  ou  quand  une  des  limites 
est  infinie. 

60.  On  pent  encore  reconnaitre  si  une  integrale  est 
finie,  lorsque  sa  deriv^e  devient  infinie  pour  une  valeur 
particuliire  de  x^  en  la  comparant  a  une  autre  plus  simple, 
pour  laquelle  il  n'y  ait  pas  d'incertitude,  et  telle,  que  les 
deux  derivees  aient  un  rapport  fini  pour  cette  valeur  parti- 
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cuiiire  :  les  deux  intdgrales  seront  en  meme  temps  finies  on 

infinies.  Par  exemple    /      • et    i      —  seront  dans 

ce  cas.  Le  rapport  des  derivees,  c'  H-  a:",  devient  i  pour 
x=o:  or  la  seconde  est  finie  si  iw<:^i,et  inlinie  sim  =  i, 
ou  w  ]>  I ;  il  en  est  done  de  meme  de  la  premiere. 

61,  jipplication  des  principes  precedents  a  la  recherche 
d' integrates  definies.  —  En  part  ant  d'integrales  definies 
connues,  etles  differenliant  ou  integrant  par  rapport  a  une 
constanle,  on  obtient  la  valeur  de  nouvelles  integrales. 

Ainsi 


X' 


I 

=r  -a        ; 


differentiant  n  fois  par  rapport  a  a^  on  obtient 


£ 


1.21.3..    n    ,          1.3.5. .    (2/1— i)7r 
dx  = : 1 


d'ou 


2"a       ' 


J^"         dx  1   3.5...  (aw  — i) 

„      (P -t- «)-■+'""  2. 4-6...       2"  „+i 


aa       " 


62.  Si  Ton  considire  cette  autre  int^grale, 


X 


o 


et  qu'on  differentie  n  —  \  fois  par  rapport  a  a,  on  obtient 

I. 2. 3.. .  (/i  —  i) 


X 


o 


Si  Ton  designe,  en  general,  par  V  {p)  Tinte'grale 

f%  00 

Jo 
II. 
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quelque  valeur  positive  qu'ait  p^  on  aura,  pour  louie  va- 
leur  entiere  et  positive  de  cette  constante, 

r{p)=:  i.2..3...(/?  — i), 

ct,  pour  loule  valeur  positive  de  p^ 


X 


00 


.^IM. 


on  obtient  cette  integrale  indefinie, 


/ 


d". — 


63.  Si  Ton    part  de  Tint^grale    I      x"*dx  = et 

qu'on  integre  ses  deux  meinbres  par  rapport  a  m  entre 
deux  valeurs  /x  et  v,  on  obtient 


Jo 


^/*  — .r" 

ax  =  1  ■- ; , 

\x  V  -H  I 


et  Ton  ne  saurait  donner  T expression  de  Fintegrale  inde- 
finie. 

64.  Si  Ton  integre  par  rapport  a  a,  entre  deux  limites 
quelconques  b  et  c,  les  deux  membres  de  Tequation 


on  obtient 


f 

X 


er^dx=:^^ 
a 


X  b 
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Si  Ton  pari  de 


o 


'  vosatxdx  = 


/I'  -h  a' 


on  obtient  de  m^me,  en  int^rant  par  rapporl  a  a, 


X 


«cr-4»_g^^  I     c'  +  a> 


COSax^fx  z=  —  I 


^  ^  2     ^»-H«^ 


65.  De  m^me  ] 'equation 


X' 


00 


X 


donne,  en  inlegrant  par  rapport  a  <i, 

sm  fli  xfijc  =  arc  tang  —  — *  arc  tans  — 

o  ^  «  « 

Si,  dans  cette  demiere  formule,  on  fait  i  =  o,  c  =  oc  ,  on 
obtient  la  suivante,  qui  est  souvent  utile  : 

JC'"%\tiaxdx       IT  /•'^sinaor. 

On  aurait  pu  aussi  I'obtenir  en  partant  de  la  formule  pre  - 

c"""  cos  axdx  =  -; ^y  en  integrant  les  deux 

membres  par  rapport  a  ol  . 
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GHAPITRE  VIIL 

AUTRES   PROClSn^S    POUR    LA   DlfeTERMINATION 
d'iNTEGRALES   DEFINIES. 


66.  On  ramenequelquefoisune  int^grale  definie  simple 
a  une  integrale  definie  double,  parce  que  Tindependance 
des  deux  variables  peulconduire  a  des  simplifications.  Soil 

I     e~*Vj:.  Elleestidentiqueavec  I      e""-^Vy. 
o  •Jo 

Si  on  les  multiplie,  on  aura  le  carre  de  Texpression  cherchee. 

o  *J  o 

comme  obtenu  en  multipliant  chaque  element  e^'^dx  de 
la  premiere  par  la  seconde ;  et,  dans  cette  demiere,  on  peut 
poser  y  =  xt^  x  restant  constamment  le  meme  que  dans 
r element  e'^Vx.  Rien  ne  sera  change  par  la,  quoiquea:s'in- 

J/»QO 
o 
Si  Ton  pouvait  former  cetle  derni^re  expression  en  x,  en 
la  multipliant  par  e~''eir,  on  aurait  un  element  qui,  inte- 
gre  entre  o  et  oo  ,  donnerait  identiquement  le  produit  des 
deux  int^grales.  Mais  dans  cette  integration,  par  rapport 
a  ^,  le  facteur  constant  e"'*  dx  peut  fetre  introduit  sous  le 
signe  /,  et  Ton  voit  qu'on  aura  a  inlegrer  I'expression 

e-'^  xe-'^'^  dxdty     o  a     x^'V  '-^'')  dxdt, 

d'abord  par  rapport  a  r,  puis  par  rapport  a  x^  ces  deux 
variables  etant  independantes. 
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Or  on  sail  que  ces  deux  integrations  pcuvent  se  faire  dans 
un  ordre  inverse,  sans  que  le  resultat  soil  change;  et,  de 
cette  maniere,  Toperation  pourra  s'effectuer. 

En  effet, 

a:e-'*0+^')dx=  — -,     et       /      — r,  =  7- 


Done 


J  I       e-'^  dx=z—^     ou       /        e-'^dx  =  sfH; 
d'ou,  cliangeant  x  en  mx, 


/_ 


m 

—  00 


67.  Cette  int^grale  importante  pent  encore  s'obtenir  par 
le  procede  suivant  qui  se  trouve  dans  la  Mecanique  de 
Poisson. 

J/»ao      /»« 
I        I       e"""^"-^  dydx  repr^ 
O        t/o 

sente  le  quart  du  volume  du  solide  compris  entre  le  plan 
XY  et  la  surface  dontTequation  est  z  =  e"'*""-^',  qui  esten- 
gendree  par  la  revolution  de  la  courbe  dont  Tequation  est 
z  =  e~'*  autour  de  I'axe  des2.  Or,  si  Ton  decompose  ce  vo- 
lume au  moyen  de  surfaces  cylindriques  infiniment  voi- 
sines,  et  de  revolution  autour  de  I'axe  des  z,  Texpression 
du  volume  compris  entre  les  deux  surfaces  dont  les  rayons 
sont  X,  et  x-hdx^  sera  2  7ra:e""*'cir;  son  integrale  est 
—  7re~",  et  Ton  aura  le  volume  entier  du  solide,  en  la  pre- 
nant  entre  les  limites  o  et  oo  ,  ce  qui  donne  tt.  Si  Ton  en 
prend  le  quarts  puis  la  racine  carree,  on  aura 


X 


fr''djc=  —  ^ 
2 
0 
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et,  par  suite, 


t/ —  00 


On  serait  arrivd  presque  aussi  promptement  a  ce  resul- 
tat,  en  decomposant  le  volume  par  des  plans  perpendicu- 
1  aires  a  Taxe  des  z, 

68.  Le  passage  des  quantites  reelles  aux  quantites  imagi- 
naires,  fai  t  avee  la  rigueur  convenable,  peut  encore  conduire 
a  la  determination  de  nouvelles  integrales.  Par  exemple, 
on  tire  de  la  formule  precedente,  en  changeant  j:  en  a:  -f-  a, 


e 

-30 


-'-^«'£/x 


t/o 

d'oii 

r*  c-''(c» « '  4- *~  "")  di = ««•  v;;. 

Posons  a  =  a^ — i ;  il  vient,  en  observant  que 
^7«xVri  _^  ^^V-,  --  2  cos  2  a:r, 

^«'  ^  =  2  I       ^"■''  cos  2  axdXf 

t/o 

d'ou 

Jf      €-''coS2  flr:c^r  — £l!lV^, 
ou,  en  changeant  x  en  mxei  am  en  n, 


00  /—  n 


J/ioo 
O 


'-■'**  cos  2  nxdx  -5—  47     "»' 
2  m 
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La  sobstitalion  de  a^ — i  «k  a  n'a  pas  ahere  Tequation, 
parce  que  les  deax  membres  ])Ouvaient  ^irc  developpes  en 
series  conTei^ntes  par  rapport  a  a,  el  que,  par  consequent, 
les  coefBcients  des  m6mes  puissances  de  a  ^taient  necessai- 
rement  les  m^mes  de  part  et  d'aulre.  Or,  comme  ils  ne 
changenl  pas,  qnelque  expression  que  Ton  substitue  k  a, 
ridentite  a  toujours  lieu ;  el  c'est  pour  cela  qu'en  lui  substi- 
tuant  a  ^ — i  elle  existe  encore. 

69.  En  partant  des  valeurs  de  deux  integrates  defiuies 
que  nous  avons  donnees  precAlemment,  on  peut  parvenir 
a  Texpression  donnee  par  WalHs,  du  rapport  de  la  circon- 
ference  au  diametre. 

Cesdeuz  formules  sont 

*y/T^Z^  "'  3T5.7...(aA-+-i)' 

f '     ^^      _    t.3...(2X—  l)     TT 
X       V^I^T»"~  2.4.  ..2^  2' 

Lorsque  k  croit  indefiniment,  elles  tendenl  toutes  les  deux 
vers  zero,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  renversant  les 
fractions,  qui  deviennent  ^videmment  infinies  avec  h\  car 
la  premiere  devient  ainsi 

(-^)(-i)(-B)-(-^> 

J         .  Ill  I  .  ,         . 

el  ce  produit  surpasse  — ^  T  ^"  S  "*"  ' '  "^ — V^^^  crow  in- 
defiuiment  avec  h.  U  en  serai l  de  m^me  pourla  seconde. 
Mais  le  rapport  de  ces  int^rales  a  pour  limite  Punit^. 

En  effet,  si  Ton  considere  deux  valeurs  cons^cutives  de  A% 
les  valeurs  correspondantes  de  Tune  quelconque  des  deux 
iutegrales  ont  un  rapport  qui  tend  indefiniment  vers  Tunit^, 
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h  mesure  que  k  augmente.  Or,  si  Ton  prend  Texposant  dex 
dans  I'autre  integrale,  compris  entre  les  deux  valeurs  de 
Texposant  de  la  premiere,  il  est  clair  que  la  valeur  de  la 
seconde  integrale  sera  comprise  entre  les  deux  consecutives 
de  la  premiere,  et  que  son  rapport  avec  chacune  d'elles 
tendra  vers  I'unite,  comme  le  rapport  qu'elles  ont  Tune 
avec  r autre. 

On  pent  encore  s'en  assurer  par  la  consideration  sui- 
vante,  dont  on  trouve  de  frequentes  applications. 

Lorsque  k  est  tris-grand,  le  numerateur  est  sensiblement 
nul,  tant  que  x  n'est  pas  tris-voisin  de  I'unite,  le  d^nomi- 
nateur  res'tant  alors  fini,  la  partie  de  Tintegrale  prise 
depuis  z^ro  jusqu'a  une  valeur  i  —  ol,  a  ^tant  une  quan- 
tite  fixe  aussi  petite  que  Ton  voudra,  est  trfes-petite  par 
rapport  au  reste  de  Tint^grale  5  et  le  rapport  de  ces  deux 
parties  tend  vers  zero  en  m^me  temps  que  k  augmente,  a 
restant  constant  (*).  Pour  comparer  les  deux  integrales  en 
question,  lorsque  k  augmente  indefiniment,  il  suflQt  done  de 
prendre  le  rapport  des  parties  de  ces  int^grales  relatives  aux 

(  *  )  On  a,  en  effet, 


X 


'->     x"dx  (i-^«)"+' 


y/i— a»  ~    »-+-»       v^r 


0  VI  — :t-  "  ^'  V>  — /** 

fA  etant  compris  entre  0  et  1  —  a,  et  y  entre  i  —  a  et  1;  d'ou  il  resulte 
I  1 


Le  rapport  de  la  seconde  integrale  a  la  premiere  est  done  plus  grand  que 


1 

—  I. 


(.-«r' 

Ucroit  done  indefiniment  avec  n,  quelquc  petit  que  soit  «. 


DES    LIMITES    OE    SOMMES.  ^i 

limites  i  —  a  et  i ,  puis  de  supposer  que  «  diminue  de  plus 
en  plus.  Or  le  rapport  des  differentielles  et,  par  conse- 
quent, le  rapport  des  parties  que  nous  considerons  des  inte- 
grales  est  une  moyenne  entre  les  valeurs  extremes  de  cT, 
qui  sont  i  —  a  et  i .  Ce  rapport  a  done  pour  limite  i ;  et  il 
en  est  de  m^me  du  rapport  des  integrates  entieres,  puis- 
qu'on  n'en  a  neglige  qu^une  partie  infini men t  petite  par 
rapport  a  elles-mfemes. 
On  a  done 

TT  1.3.3.5.  ..(iX-— i)(2/-—i)(2^4-i)__     • 
*2  2. 2. 4*6. 6 aA-.2X^"~     ' 

d'ou 

ff  _2.4.4.6.9.8.8... 

2  3.3.5.5.7.7.9... 

II  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  un  resultat  trop  faible  ou 
trop  fort,  suivant  que  Ton  prendra  un  nombre  impair  ou 
un  nombre  pair  de  facteurs  aux  deux  termes  de  cette  frac- 
tion. 

Nous  parlerons  plus  tard  d'une  metbode  generale,  qui 
consiste  a  ramener  la  determination  des  integrates  d^Bnies 
a  Fintegration  d' equations  differentielles  relatives  aux  con- 
stantes  qui  se  trouvent  sous  le  signe  de  Pintegration. 
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CHAPITRE  IX. 

iNT^GRATlOlS    DES   DIFFlilRElSTlELLES    QUI    RENFEllMENT 
PLUSIEURS   VARIABLES   IISD^PEWDAINTES. 


70.  Nous  n'avons  considere  jusqu'ici  que  les  differen- 
tielles  qui  ne  renferment  qu'une  seule  variable  et  qui  sont, 
par  consequent,  de  la  forme  F  [x)  dx\  nous  allons  exa- 
miner maintenant  celles  qui  renferment  plusieurs  variables 
independantes,  et  nous  proposer  de  determiner,  s'il  est  pos- 
sible, la  fonction  de  ces  variables  qui  a  pour  diflKrenlielle 
to  tale  Pexpression  donn^e. 

Considerons  d'abord  deux  variables  x^j^  et  soit  propose 
d'integrer  I'expression 

dans  laquelle  on  a 

On  observera  d'abord  qu'il  n'existe  pas  toujours  une 
fonction  de  j:  et  j^  dont  elle  soil  la  differentielle  :  car  si 
Ton  d^signe  par  u  une  pareiUe  fonction,  on  devra  avoir 

IVl  =  -J-?  JM  =  — -;  et  comme  - — r-  =  ,    ,  ?  il  laudra  qu  on 
ax  ay  axdy       ay  ax  ^ 

ait  —  =  — .  Si  done  les  fonctions  M,  N  ne  satisfont  pas 

a  cette  identite,  il  n'existera  aucune  fonction  de  a:  et  j^  qui 
ait  pour  diflerentielle  I'expression  donn^e.  Mais  nous  allons 
voir^que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  fonction  cherchee 


une 
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existe  Decessairement,  et  que  sa  determination  se  ramene 
toujours  a  des  quadratures. 

On  remarquera  d'abord  que  cette  fonction,  devant  avoir 
M  pour  deriv^e  partielle  par  rapport  a  x,  doit  6tre  ren- 
fermee  dans  I'integrale  indednie  de  Mdx  par  rapport  k  x, 
y  etant  consideree  comme  une  constante.   EUe  est  done 

comprise  dans  Texpression    I     Mz/x-f-V,  V   etant 

fonction  arbitraire  de  y. 

II  reste  a  determiner  cette  fonction  de  maniere  que  la 
derivee  partielle  par  rapport  a  j^  soit  N.  Or  cette  d^rivee 
est 

ou  enfin 

+  (-»^»r)  — +  {^•»r)4-•^• 
II  est  done  necessaire  et  suffisant  que  Ton  ait 


II  existe  done  necessairement  une  fonction  de  x  et  j^*,  dont 
I'expression  donnee  est  la  differentielle ;  et  la  valeur  la  plus    , 
geaerale  de  cette  fonction  u  est 

C  etant  une  constante  arbitraire. 

71.  II  n'y  a  pas  plus  de  difGculte  dans  le  cas  ou  le 
nombre  des  variables  ind^pendantes  est  plus  grand.  Soit, 
par  exemple, 

Md.r  -h  ^df-^Pdz 
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et 

■     M=:«p(a:,7,  z),      N  =  +(x,7,  z),      P  =  x(^,J,3). 

II  faudra  d'abord  que  M,  N,  P  satisfassent  aux  conditions 
indispensables 

dM_d^       dM_dP       d^_4P 
djr         dx         dz        dx         dz         dy 

Cela  etant,  la  fonction  chercliee  sera  necessairement  com- 
prise dans  la  formule   /      Mc?j:  H-  V,  V  etant  une  fonction 

arbitraire  dej^  el  z^  qu'il  faut  determiner  par  la  condition 
que  les  deriv^es  partielles  de  I'expression  precedente,  par 
rapport  k  y  et  z^  soient  respectivement  N  et  P. 
On  aura  done 

r'dM^       d\      r'</N  .       ^V     ^,      ,,  ,      dy 


f^VM,      dv     r 


'dV  ^        dV      ^  ,  .       dY 


II  est  done  necessaire  et  suflGsant  que  la  fonction  V  satisfasse 
aux  deux  conditions 

ce  qui  rentre  dans  la  question  precedente.  On  aura  done 

La  fonction  dont  la  diilerentielle  est  Texpression  donn^e 
existe  done  lorsque  les  trois  ronditious  ci-dessus  ont  lieu*, 
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et,  si  on  la  design e  par  m,  on  aura 

•>'',  «/ro  Jzo 

C  etant  une  constante  arbitraire. 

II  est  facile  de  voir  que  le  cas  de  m  variables  se  ramine 
de  la  m^me  maniere  au  cas  de^w  —  i,  pourvu  que  les  coef- 
ficients satisfassent  aux  conditions  qui  expriment  que  les 
coeflScienls  diflferentiels  du  second  ordre  de  la  fonction 
cherchee,  pris  de  toutes  les  manieres  possibles  par  rapport 
a  deux  variables  diflferentes,  sont  independants  de  I'ordre 
des  differentiations.  Done  le  probleme  est  toujours  possible 
lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  et  il  est  toujours  ra- 
mene  a  de  simples  quadratures. 
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GHAPITRE  X, 

SEPARATION    DES   VARIABLES. 


72.  Lorsque  nous  avons  cherche  a  determiner  une  fonc- 
tion  inconnue  y^  d'une  variable  x,  connaissant  sa  d^- 
rivee  par  rapport  a  a:,  nous  avons  suppose  que  cette  deriv^e 
e.tait  exprimee  au  moyen  de  x  seulement.  II  est  facile  de 
ramener  a  ce  cas  celui  ou  la  d^riv^e  serait  le  produit  d*une 
fonction  de  x  par  une  fonction  de  y.  En  efiet,  en  divisant 
par  le  facteur  fonction  de  y^  on  obtient  une  equation  de  la 
forme  suivante,  dans  laquelle  F  [y)  ^lf[x)  sont  des  fonc- 
tions  connues  : 

(0  .  F(^)|  =  /(x)    - 

on 

(2)  ie{x)dy^f[x)dx. 

On  dit  alors  que  les  variables  x^y  sont  separees. 

Si  maintenant  on  trouve  une  fonction  Fi  ( /)  dont  la  d^ 
rivee  par  rapport  a  y  soit  ¥  [y)^  et  une  fonction  f\(x) 
dont  la  derivee  par  rapport  a  x  so\\f[x)^  I'dquation  (i) 
nous  montre  que  Fi  [y)  et/i  (x)  auront  m^me  derivee  par 
rapport  a  x^  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  et  que,  par  con- 
sequent, elles  ne  peuvent  differer  que  par  une  constante; 
on  aura  done 

(3)  F,(:r)=y;(x)  +  c, 

Cd^ignant  une  constat! te  arbilraire.  On  aura  done  ainsi 
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Tequation  cberchee  eotre  x  e\  j^  et  le  probleme  est  ra- 
meoe,  comme  on  le  voit,  a  celui  qui  a  ete  traite  precedem- 
meat  et  qui  conslste  a  remonter  de  la  derlvee  d'one  fonction 
a  cette  fonction. 

En  prenant  I'^qnation  500s  la  forme  (a),  lesdeux membres 
sont  les  dififerentielles  des  deux  fonclions  Fj  ( j'),/*!  (x),  re- 
latives a  des  valeurs  correspondantes  de  dx^  dj.  Les  accrois- 
sements  finis  quelconques  de  ces  deux  fonetions,  en  pas- 
sant d'un  systeme  de  valeurs  de  x,^  a  un  autre  quelconque, 
sont  done  ^gaux,  et  ces  fonetions  ne  peuvent  differer  que 
par  une  constante;  ce  qui  ram&ne  a  Tequation  (3). 
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CHAPITRE  XL 

APPLICATION  GfiOM^TRIQUE  DES  MlfeXHODES  D'iNTE- 
GRATION.  QyADRATURE  DES  SURFACES  PLANES.  REC- 
TIFICATION  DES   COCRRES. 


73.  P'apres  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  cha- 
pitre  du  livre  HI,  Taire  comprise  entre  les  deux  ordonnees 
relatives  aux  abscisses  x^  et  x  peut  6tre  representee  en  coor- 

donn^es  rectangulaires  par    I      ydx  ^   et  en  coordonnees 

obliques  par  sin 6  I    jdx^  6  designant  Tangle  des  axes,  L  e- 

quation  de  la  courbe  donne  j  en  fonction  de  x^  et  la  qua- 
drature de  la  surface  en  question  est  ramenee  a  une  inte- 
gration. C'est  pour  cela  que  Ton  designe  souvent  par  le  mot 
quadrature  Toperation  du  calcul  integral  par  laquelle  on 
remonte  de  la  differentielle  d'une  fonction  a  une  seule  va- 
riable, a  cette  fonction  m6me. 

Si  I'aire  a  calculer  etait  comprise  entre  deux  ordonnees 
et  deux  arcs  de  courbe,  Texpression  de  sa  differentielle  se- 
rait  ( Y  —  y)  dx^  en  designant  par  Y  eiy  les  fonctions  de  x 
qui  representent  Tordonnee  de  cbacune  des  deux  courbes. 
Si  la  nature  de  Tune  ou  de  Tautre  de  ces  courbes  changeait 
dans  Tintervallecompris  entre  les  limites,  il  faudrait  par- 
tager  cet  intervalle  en  plusieurs  autres,  dont  les  limites 
seraient  les  diverses  valeurs  de  x  ou  s'op^reraient  ces  cban- 
gements. 

Si  la  courbe  est  donnee  par  une  equation  entre  des  coor- 
donnees polaires  6  et  r,  I'aire  que  Ton  cherche  a  evaluer  est 
celle  de  la  figure  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  et 
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Tare  de  la  courbe.  Sa  diflferentidle  est,  comme  nous  Tavons 

deja  vu,  r' —  Done  I'aire  comprise  entre  les  deux  rayons 

correspondants    aux   angles  0^^  0  aura  pour    expression 

-  I     r*d9^  /*  designant  la  fonction  de  0  tiree  de  Fequation 

de  la  courbe. 

Si  la  surface  a  evaluer  etait  comprise  entre  deux  rayons 

vectcurs  et  deux  courbes,  sa  differenlielle  serait  —^ — ■'  dO. 

r  et  r'  d^signant  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes,  rfe- 
latifs  k  une  m6me  valeur  de  6]  Taire  cherehee  serait  done 

exprimee  par  -   I     (r*  —  r'*)  dO^  r  et  r'  etant  des  fonctions 

connues  de  6,  d^uites  des  equations  des  deux  courbes. 

I^XEMPLES. 

Paraboles.  —  Proposons-nous  d'abord  de  calculer  I'aire 
des  paraboles  r^ifermees  dans  T^uation  generate 

m  et  /*  etant  positifs  \  on  aura 

n 

m 

Si  Ton  prend  I'aire  a  parti r  de  or  =  o,  on  aura  C  =  o,  el 
Taire  termin^e  a  I'ordonnee  relative  a  une  valeur quelconque 
de  X,  aura  pour  expression 

'-  =■+.  • 

-^ — ,      ou     ' — 

La  partie  du  rectangle  xy  qui  reste,  apris  avoir  retran- 
II.  .  6 


Jo 
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che  celle-cijt  et  que  Ton  trouverait  directeraent  en  prenant 

xdrs  est  ^ — i-;  done  Tare  de  la  courbe  divise  le  rec- 

tangle  x;^dans  le  rapport  constant  de  m\n. 

Si  Ton  considere  au  lieu  de  Tbrigine  un  point  (a,  6)  de 
la  courbe,  les  aires  comprises  entre  les  ordonnees  ou  les 
abscisses  de  ce  point  el  du  premier,  seront  les  diflKrenccs 

de  quantites  ayant  m^me  rapport  —  •,  elles  auront  done 

aussi  ce  m^me  rapport  entre  elles.  D'ou  Ton  voit  que  si 
Ton  prdjette  un  arc  quelconque  de  la  courbe  sur  Faxe  des  x 
et  sur  Taxe  des  y^  les  aires  comprises  entre  cet  arc,  les 
lignes  projetantes,  et  Taxe  perpendiculaire,  sont  entre  elles 
comme  les  exposants  m  et  w. 

Hyperboles.  —  Considerous  maintcnant  Pequation  ge- 
nerale  j^"*  j:"  =  a  des  hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes 
les  axes  des  coordonnees  •,  on  aura 


I  II 


hi 

m 


m 


Soit  d'abord  n  <^  w,  el  supposons  que  Faire  commence  au 
•point  dont  les  coordonnees  sont  a,  6-,  Taire  aura  pour  ex- 
pression 

m  —  n  m  —  n 

On  Yoit  alors  que  sa  valeur  est  finie  pour  a  =  o,  quoiqu'elle 
s'etende  indefiniment  dans  le  sens  des  y^  puisque  Taxe 
des  j^  est  asymptote  de  la  courbe  :  mais  elle  devienl  infinie 
en  meme  temps  que  x. 

Ainsi  I'aire  compile  a  parlir  d'une  ordonnee  arbitraire, 
et  prolong^e  indefiniment  vers  Tune  des  deux  asymptotes, 
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est  finie  ou  itifinie,  suiyatit  que  la  coordonn^e  compt^  sm* 
cette  asymptote  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  exposaiit 

dans  Tequation.  En  cherchant  -^   I     xdy^  on  aurait  Faire 

comprise  entire  Fare  et  les  abscisses  menees  par  ses  extr^- 

mites:  son  expression  serait  •  Ces  deux  aires  sont 

m  —  /I 

done  encore  dans  le  rapport  des  exposants  m  et  n. 

Si  Ton  avait  n  >  m,  on  arriverait  a  la  m^me  conclusion. 

Si  Ton  avait  m=:n,  T^quation  serait  de  la  forme  :c^=p*, 
et  representerait  une  hyperbole  ^quilatire^  puisque  les  axes 
sont  rectangulaires.  On  aurait  alors 


Si  Ton  voulait  que  Paire  commencat  a  Taxe  des  y^  on 
aurait  a  =  o  •,  ce  qui  fait  voir  que  I'aire  comprise  entre  une 
ordonn^e  quelconque  et  Taxe  des  y  est  infinie. 

Si  Ton  suppose  a  =  p,  Faire  coramencera  a  Fordonnee 
meuee  par  le  sommet  dd  Fhyperbole;  et,  si  Fon  prend /> 
pour  unite,  son  expression  sera  \x,  C'est  cette  propriete 
qui  a  fait  donner  aux  logarithmes  neperiens  le  nom  de 
logarithmes  hyperboliques* 

Reciproques.  —  Les  paraboles  et  les  hyperboles  que  nous 
venons  de  considerer  jouissent  dc  cette  propriete  commune 
que,  si  Fon  projette  un  arc  quelconque  de  ces  courbes  sur 
les  deux  axes,  les  aires  comprises  entre  cet  arc  et  les  coor- 
donnees  paralleles  sont  dans  un  rapport  constant.  Or  il  est 
facile  de  demon trer  qu'elles  sont  les  scules  courbes  qui  en 
jouissent.  En  effet,'  cette  condition  generale  est  exprim^e 
par  Fequation 

6. 
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le  signe —  du  second  membre  se  rapporlant  au  cas  ou  dy 
et  dx  sont  de  signes  contraires. 

DifTerentiaDt  les  deux  membres  en  considerant  le  point 
a,  6  comine  immobilie,  et  x,  y  comme  seules  variables,  il 
vient 

....  ^^x      .ji^     dy 

nydx^^'OO.  mxtlfy.     ou     n  —  =  ±  /w  —  ? 

X  y 

et  integrant 

en  designant  par  1  e  une  constante  arbitraire.  Cette  equation 
pent  se  mettre  sous  la  forme 

et  represente  des  paraboles  ou  des  hyperboles,  suivaiitqu'on 
suppose  que  les  coordonnees  varient  dans  le  m^me  sens  ou 
en  sens  contraire. 

Ellipse.  —  Soit  Fequation  de  I'eUipse' 

fl'r*  +  ^'«*  =  «'^%     ou     j^=-  v^/i»—  x'; 
on  aura 

/  ydx  =z~    I  ilx  )]a?  —  jr'. 
Or,  en  integrant  par  parties,,  on  trouve 

Mais 

=  I  ^ , ^ — =—  \dxsja^-^x^  +  a^ 

en  substituant,  il  vient 
I  dxsja^  -^  .r»  =  x  ^fl' —  jr» -f-  rt'arc  sin-  —   \  dxsj'cF^ 


.     X 
arc  sin-; 
a 
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Reimissaiil  Ics  deux  int^rales,  que  Ton  svpposera  prises 
a  pardr  de  la  mftme  liimte,  et  ajoulaol  une  constanle  arbi- 

traire,  il  Tient,  en  diTisant  par  a,  puis  muluplianl  par  -> 

-    Idx^a^ — jr»= — ^ 1 arcsin-+C. 

K  Ton  Yeat  que  Faire  commence  a  Faxe  des  j^,  on  aura 

C  =  o.  Si  Ton  fait  ensuite  x  =  a,  on  aura  -7—  pour  la 

valeor  du  quart  de  I'ellipse.  L^aire  de  Tellipse  entiire  est 
done  i^ab  :  elle  devient  ira*,  s\h  =  a. 

Le  terme  — >  etant  equivalent  a  -^>  mesure  le 

triangle  dont  les  c6tes  sont  x  et  y\  par  consequent,  le 

terme  — arc  sin-  mesure  le  reste  de  Taire,  c'est-a-dire  le 

secteur  forme  par  Faxe  des  j^,  Fare  de  Fellipse  et  le  rayon 
men^  du  centre  a  Fextr^mit^  de  cet  arc. 

Hyperbole.  —  Soit  maintenaut  Fequation  de  Fhyperbole 


on  aura 

Et,  si  Fon  suit  la  m£me  marche  que  pour  Fellipse,  on  trou- 


vera 


si  Fon  veut  faire  commencer  Faire  au  sommet^  son  expres- 
sion devra  £tre  nuUe  pour  x  =  a,  d'ou  C  =  —  la,  et  Faire 
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;  aura  pour  valeur 


hx  ^.r'  —  a'        ab     X  -^  sjx^  —  a^ 


2(i  2 


XY 

Le    premier    terme    elant  egal  a — >  on  en  conclut  que 


ab  ,x^^x^  —  a*     ^  i,  •        j  .  •         . 

^  I ! est  1  expression  du  secteur  compris  enlre 

I'axe  transverse^  Tare  de  rhyperbple  et  le  rayon  mene  du 
centre  a  rextrenaile  de  cet  arc. 

Cyclo'ide,  —  Considerons  maintepant  la  cyclo'ide  rappor- 
lee  a  son  sommet  A  [fig*  i) ',  son  ^juation  difTerentielle  sera 


dx        Y    2  «  — jr 

2  a  ^tant  le  diametre  AB  du  cercle  giJn^rateur.  L'aire  AMP 
a  pour  expression 

Xydx,     ou        I     djrsj7.ay^jr^y 
«/o. 

elle  est  done  id^ntique  avec  Faire  AQN  r^lativement  au 
cercle  genera teur. 

L'aire  totale  ADK  est  done  egale  a  la  moitie  de  celle  du 
cercle,  ainsi  que  I'aire  symelrique  CHA;  et,  comme  le  rec- 
tangle CHKDC  est  egal  a  ^i^a^y  Taire  CADC  sera  ^gale  a 

3  7ra*,  ou  au  triple  du  cercle  generateur. 

Quant  a  Texpression  de  Tinlegralc 


on  observera  qu'elle  est  identique  avec 


!< 


/• 


d)  s/a'^  (r-^ny; 
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die  renlre  done  dans  celle  que  nous  avons  calculee  dans  le 
cas  de  relHpse,  en  y  cliangeaul  x  eny  —  a,  Ainsi  Ton 
aura 


/' 


(r  — «)V*Ar— r'  ,«'       .  y  —  a 


Si  Ton  prend  Tinlegrale  a  pariir  de  r  =  o^  on  aura 

el  si  Ton  prend  pour  seconde  limilej^=  2  a,  la  valeur  de 
Taire  sera 

2. 
commenous  I'avions  deja  reconnu. 

Spirale  logarithmique.  —  L'equation  de  celle  Gourbe 
est,  en  coordonnees  polaires,  r===Ae''^;  Taire  comprise 
enire  deux  rayons  vecleurs  correspondanls  aux  angles  0^  ct 
0  aura  done  pour  expression  ' 


A; 
2 
oil 


ea  designant  par  /vet  /'  les  valeurs  extremes  du  rayon  vec- 
leur. 

Si  Ton  part  de  i\  =  a,  c'est-a-dire  si  Ton  cherche  la  li- 
mite  de  I'aire  comprise  entre  le  rayon  fixe  r  el  un  autre 
rayon  dont  Textremite  tend  vers  le  p6le,  tandis  que  sa  di- 
reciian  tourne  ind^finiment  aulourde  ce  point  asymptote, 

on  Irouvera  simplement-T~»  Cettc  aire  croit  done  comme  le 
carre  du  rayon  vecteur. 
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Rectification  des  courbes. 

74.  Nous  avous  demontrc  que  la  dlfferentielle  d'un  arc 
de  courbe  plan  est  ^dx^  +  dj*'>  ^^  supposant  les  axes  rec- 
tangulaires  :  elle  sera  pour  une  courbe  a  double  courbure, 
^dx*  •+•  dj^  4-  dz^.  Lorsque  les  axes  font  entre  eux  des 
angles  quelconques,  on  sail  quels  termes  il  faut  ajouter  sous 
le  radical ;  mais  on  suppose  ordinal rement  ces  angles  droits. 
L*arc  dont  les  extremit^s  correspondent  aux  abscisses  x^  et 
X  aura  dpne  pour  expression ,  dans  le  premier  ca$, 


pt,  dans  le  second, 


X 


V^dLr'  -f-  r(r*  4-  ^5' 


Si  la  co^urbe  plane  elait  rapport^e  a  des  coordonnees  po- 
laires,  nous  avons  vu  que  la  diflferenti^le  de  s^  Ipngueur 
auraitpour  expression 

et  sa  Ipngueur  serait,  par  consequent,  exprimeepai: 
6f^^  et  Q  etant  les  valeurs  extremes  de  I'^^g'?  ^« 

EXEMPLES. 

Parahqie,  —  Soit  d'abprdla  paraboje  ayant  pour  ^qua- 
tipn 

y^  =  7.pXj      d'ou     ydjr  z=ipdxj      dx  z= > 

P 
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OQ  aura 


sjdx^  4-  dy^  =  <(r  y/*^-4  • 


La  longueur  de  Fare  dopt  les  extremiles  correspondent  4 
ja  et  j^  aura  done  pour  expression 

Si  Ton  vei^t  faire  pommencer  Tare  au  sommetj,  on  ai^ra 
el  Fexpression  de  cet  arc  sera 

ip  2.  p 

JpWpse.  —  L' equation  de  Tellipse 

doiine 

dy  b^  X 

dx  a^  y ' 


rf,  =  V/^^^ -h  r/j' =  ^  y/ -^^— -P, 

endesignant  y^a*  -r-  i'  par  «e, 
Uabscisse  x  ^tant  toujours  n\oindre  que  a^  on  pent  posev 


j;=:^ZSlD7, 

d'ou 


dx^:=za  COS  f  rf^ ,     e/=  ad(f^  i  —  e'  sin'y . 

Pour  integrer  cette  expression,  on  developpera  le  radical 
en  serie,  cequi  est  permis,  puisque  le  second  terme  est  plus 
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petit  que  le  premier.  On  aura  ains.1 

( I  —  e^  sin^  <p ) ^  =  I e^  sin-  <p  —  — ^  e'  sin'  (p  — .  .  . 

I  ."I  .3.  .  .  (2/71  —  3)     .       .    „ 

;-p; — -i — '■ ^c""sin2'«(p  — . .., 

2.4  .0.  .  .  2W 

el,  par  suile, 

1.1.3... {2/«- 3)  „„  r. .,  ;  r 

2.4»0 2/7i  J  J 

Cette  serieserad'autant  plus  convergente  que  Texcentricite 
e  sera  plus  petite.  Si  Ton   integre  a  parlir  de  9  ==  o,  on 


aura 


bin^'"-'  o  4 i  sin""-3 « 4. . . .    I 

^  2W  'I 

(.,.-0(..-3)...3. 


(2/w  —  i). .  .3. 1 

2/71.  .  ,4-2 


et  si  Ton  prend  pour  seconde  liniite  (p  =  -^  on  aura  pour 
I'expression  du  quart  du  perimetre  de  Tellipse, 

M L_(..3...(.^-.)     V__ 

L       2/;i  —  i\2.4. 2/W  /  J 

Si  e  =  o,  I'ellipse  devient  le  cercle  dont  le  rayon  est  a,  et 
I'expression  precedenle  se  reduit  a — ?  qui  est,  en  effet, 
le  quart  de  la  circonference. 
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Hyperbole,  —  L'equalion  de  rhypeibole 
donne 


-L  =  ds=  \^dx^  -h  dy^  =  dx  1/  — -, 

dx        a^y  ^  V     jt' — <?» 

cn  posant 

V'fl'  -h  b^  =  ae. 

Les  valeurs  de  x  elant  toujours  plus  grandes  que  a,  on 
poscra  X  =  -r^-^?  et  1  on  aura 

*  cos  (f 


COS^f   V 


-T  /  CDS'© 

ds: T       *    /  - 


Si  Ton  developpe  en  serie  le  radical,  et  qu'on  int^gre  a  par- 
lir  de  (p  =  o  qui  correspond  k  x  =  ay  on  aura 

[I  COS^f        1    I  cos*^  "1 
'""2"7~""^";^"~"    I 
1 .  1 .3. .  .(2//J  — 3)  cos'**^  I' 
2.4.6 2/11         e^"*    "^  J 

[I .  I  cos^y        1 . 1.3  cos*<p  'I 

2.4      ^'  2.4.6     e*         '"         I 

l.i.3...(2;^~3)cos^-^y 
"^2.4.6 2//1  er""-'     "^"•••J 


LorsqueoTcroitindefiniment,  (p  tend  vers  -  9  et  j  croit  sans 


ir 

2 

limiie.  Mais  si  I'on  cherche  la  difference  entre  Tare  et  la 
parlie  de  Tasymptote  comprise  entre  le  centre  et  le  point 
torrespondaul  de  Fabscisse  de  rextremit^del'arc,  cetle  dif* 
fcrence  tend  vers  une  limite  dont  il  est  facile  d'obtenir 
I ♦'xpression .  En  effel,  cetle  partie  dc  rasyniplote  est  cgale 
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a  :  et,  si  Ton  en  retranche  s.  il  reste 

cosy'  ' 

flg(l  — siny)        fify        a     Tf       fi.icos'y        l.l.Scos^y  1 

cosy        '^li'^'ej^     ''^L'"^4^"^il^"^"^"J 

Si  1*011  prend  la  limite  y  =  -»  il  vient 

i?['+K^'^)  "^sfe-?)  -^i\^6'i)  +•••]• 

75.  Cyclo'ide.  —  L'Ajuation  de  la  cycloide  rappoftee  a 
son  sonimet  est 


d*oi 


ds=idjri/i  +  — — ^=y"df^2a; 
done 

et  si  Ton  fait  commencer  Tare  an  sommet,  on  aura 
C  =  o     et     s=2^!iajr. 

Si  Ton  fait  y  s=  aa,  on  aura  la  mollis  du  perimelre  de  la 
cycloide,  qui  sera  ^gale  a  4«.  Pour  une  valeur  quelconque 
de  y^  s  est  double  de  la  longueur  de  la  tangente. 

C'est  k  quoi  Ton  etait  deja  parvenu  par  la  theorie  des  de- 
veloppees. 

Spirale  logarithmique.  —  L' equation  polaire  de  cette 
courbe  est 

r  =  Atf**^,     d*oii     dr  =  A  ae""^  d^  ; 
ds  =  sjdr^  -H  H  r/0»  =  A  V^l  -H  flr'.  c""^  dO, 
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DODC 


a  a 

Si  Fare  commeiice  au  pole,  qui  est  asymptole  de  la  courbe, 
on  aura 

C  =  o    el     s  =  r- 

a 

Cetle  expression  est  celle  de  la  longueur  de  ]a  tangente 
menee  a  rextremite  de  Tare,  et  terminee  a  la  perpendicu- 
laire  au  rayon  Tecleur  mene  par  ]e  p6le.  Ce  resultat  avail 
deja  ete  obtenu  par  la  iheorie  des  developpees. 

76.  Supposons  maintenant  les  points  determines  par 
trois  coordonnees  polaires.  Soienl  &  Tangle  forme  par  ]e 
rayon  vecteur  r  avec  Taxe  des  z,  et  ^  Tangle  forme  par  sa 
projection  sur  le  plan  XY  avec  Faxe  des  x.  Toute  courbe 
sera  determinee  par  deux  equations  entrc  r,  ^,  0.  Les  ^ua- 
lions  qui  determioent  generalement  x,  j^  z  en  fonctions  de 
r,  fl,  ip,  feroDt  connaitre  dXy  dj-j  dz^  au  moyen  de  r,  0,  ^^ 
drydB^  dtp',  el  en  les  substiluant  dans  \/r/a:'  4-  djr*  +  rfz", 
on  aura  I'expression  de  la  differenlielle  de  Fare  en  coor- 
donnees polaires.  Mais  on  pent  y  arriver  directement  de  la 
maniire  suivante : 

Si  Fon  con^oit  une  sphere  decrile  du  p6le  comme  centre 
avec  le  rayon  r,  elle  coupe  le  rayon  /•  -f-  dren  un  point  qui, 
joint  a  Textremite  de  r  par  un  arc  de  grand  cercle,  deter- 
mine un  triangle  rectangle  infiniment  petit,  dbnt  ds  est 
rbypot^nus'e  et  dr  un  des  c6les  de  Fangle  droit.  Pour  de- 
terminer le  troisieme  c6te,  on  m^nera  par  Faxe  des  z  deux 
plans  contenant  respectivement  les  deux  rayons,  et  qui 
comprendront  entre  eux  Fangle  d^]  puis,  par  Fune  des 
extremites  de  cc  troisieme  c6le,  on  menera  un  plan  paral- 
lele  k  XY  :  le  c6te  cherche  sera  Fhypotenuse  d'un  triangle 
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rectangle  trace  sur  la  sphere,  et  doiit  les  deux  c6les  de 
Tangle  droit  seront  respeclivement  rsin  9d^  et  rdB,  On  aura 
done 

et  pour  avoir  5,  il  suffira  d'exprimer  deux  des  variables  en 
fonclion  de  la  troisiime  d'apres  les  equations  de  la  courbe, 
etd'integrer  enlre  les  limites  demandees. 
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CHAPlTRE  XII. 

CUBATURE  DES  SOLIDES  ET  QUADRATURE  DES  SURFACES 
COURBES. 


Cuhature  des  soUdes  de  rci^olution, 

77.  Consid^rons  maintenant  le  solide  forme  par  la  revo- 
lution d'une  surface  plane  autour  d^un  axe  situ^  dans  son 
plan,  el  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x.  L'equation  de 
la  courbe  qui  termine  celte  surface  est  donnee  entre  deux 
coordonnees  x^y^  situ^es  dans  le  plan  YAX,  ou  se  irouve 
primiiivement  cette  courbe.  Cela  pose,  nous  nous  propo- 
sons  d'evaluer  le  volume  compris  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires  k  Taxe  de  rotation,  et  qui  est  engendre  par  la 
partie  MNM'N'  de  la  surface  {Jig-  2)  comprise  entre  les 
deux  ordonnees  arbitraircs  MP,  NQ.  Pour  cela,  nous  cher- 
cherons  I'expression  de  la  differentielle  de  ce  volume,  que 
Ton  peut  considerer  comme  Taccroissement  infiniment 
petit  que  prend  le  volume  V  lorsque  la  variable  x  dont  il 
est  question  prend  Faccroissement  dx.  Soit  QR=:  dx^  d\ 
sera  considere  comme  Ic  volume  engendre  par  la  surface 
NKN'K'.  Mais,  si  par  les  points  N,  Won  mene  des  paral- 
lels a  AX,  on  remplacera  NKN'  K'  par  un  rectangle  qui 
engendrera  un  volume,  dont  le  rapport  avec  I'accroissement 
exact  du  volume  aura  pour  limite  I'unite^  ce  que  I'on  de- 
montre  comme  pour  les  aires.  Mais  le  volume  qu'engendre 
ce  rectangle  a  pour  mesure  tt  (y*  -^ J^* }  dxj  y  et  y^  ^lant  les 
ordonnees  NQ,  N'Q^  done  le  volume  V,  compris  entre 
deux  plans  correspondanis  aux  abscisses  x^^Xy  a  pour  ex- 
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pression 


Si  Ton  veut  avoir  le  volume  total,  il  faudra  prendre  pour 
limites  de  cette  integrale  la  plus  petite  et  la  plus  grai^de  des 
valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  des  points  de  la  sur- 
face donnee. 


EXEMPLES. 


ElUpsoide,  —  Supposons  qufe  la  surface  genera  trice  soit 
cellc  d'une  ellipse  tournaiit  autour  d'un  de  $es  axes,  pTis 
pour  axe  des  or,  son  equation  sera 

et  Ton  aura 

Si  le  volume  doit  commencer  au  sommet,  on  a 

C  =  o    et     V  =  !^'(«.»-|). 

On  aura  le  volume  entier  de  Fellipsoide  en  faisant  x=  an, 
ce  qui  donne 

il  devient  |7ra^  si  5  =  a^  ce  qui  reduit  rellipsoide  a  la 

sphere  dont  le  rayon  est  a, 

II  est  a  remarquer  que  la  differentielle  rfV,  nc  renfer- 
mant  pas  de  radicaux,  ne  devient  pas  imaginaire  en  dehors 
des  limites  p  et  +  2a;  die  ne  fait  que  changer  de  signe,  et 
esl  egale,  au  signe  pris,  a  celle  du  volume  engendre  par 
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Vhyperbole,  donl  Fequalion  serai  t 

II  resuhede  la  cjae,  si  dans  Texpression  de  V  on  donne  a  la 
seconde  limile  x  une  valeur  negative,  on  obtiendra  le  vo- 
lume de  riiyperboloide,  depuis  celte  valeur  de  x  jusqu^a 
j  =  0-,  que,  si  Ton  donne  a  x  une  valeur  positive  plus  pe- 
tite que  2fl,  on  aura  le  volume  de  rellipsoide  depuis  a:  =  o 
jusqu'a  cetle  seconde  limite;  et  qu^enfin,  si  Ton  donne  a  x 
une  valeur  positive  plus  grande  que  2a,  on  obtiendra  le 
Tolome  entier  de  Tellipsoide,  diminue  du  volume  de  Tliy- 
perboloi'de  compris  entre  x  =  2a  et  la  seconde  limite. 

Done,  si  Ton  veut  trouver  la  valeur  qu  il  convient  de 
donner  a  x  pour  que  V  soit  egal  a  uu  volume  donne,  ou 
queFelKpsoide  soit  parlage  dans  un  rapport  donne,  on  trou- 
vera  trois  valeurs  reelles  :  Tune  negative,  I'autre  positive  et 
plus  petite  que  2a,  et  la  troisi^me  positive  et  plus  grande 
que  2a.  Mais  la  seconde  seule  satisfait  a  la  condition  de 
partager  rellipsoide  dans  le  rapport  demands,  ou  de  ma- 
niere  a  ce  que  V  ait  une  valeur  donnee,  pourvu  qu'elle  soit 

moindre  que  -  ira*  t. 

Tore.  — ^  Ce  solide  est  engendre  par  la  revolution  d'un 
cercle  autour  dlune  droite  situee  dans  son  plan.  Soit  I'equa- 
tion  de  ce  cercle 

ou 

La  diflerentielle  du  volume  est  (Jig.  3) 

TT  (mp' —  »Fp')  ^1:, 
II.  7 


9» 
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ou 

J^i7^dxs/K^—  (x— a)», 

ou  encore 

2  7r6.MM'r/.r. 

Or  MM'  dx  est  la  diilerenlielle  de  Faire  du  cercle  gene- 
ra teur.  Done  le  volume  engendre  par  la  partie  du  cercle 
comprise  entre  deux  ordonnees  quelconques  est  egal  a  cette 
aire  multiplie  par  arrS,  c'esl-a-dire  par  la  circonference  de- 
crite  par  le  centre  du  cercle. 

Si  Ton  veut  avoir  le  volume  enlier  du  solide,  il  faut  mul- 
tiplier Taire  du  cercle  par  la  circonference  decrite  par  son 
centre,  ce  qui  donne  air*  6R*. 

On  trouverait  le  meme  resultat  en  integrant  la  difTeren- 
tielle  {ix  V^R'  —  (x  —  a)*  que  nous  avons  deji  trouvee  dans 
la  quadrature  de  Tellipse  et  du  cercle. 

Quadrature  des  surfaces  de  res^olution. 

78.  Nous  avons  appele  aire  dUirte  surface  caurbe  la 
limite  de  I'aire  d'un  polyidre  inscrit  ou  circonscrit  a  cette 
surface,  et  dont  les  faces  infiniment  petites  ont  pour  limites 
de  leurs  directions  les  plans  tangents  atix  differents  points 
de  cette  surface. 

Nous  en  avons  conclu  qu'on  pent,  au  lieu  des  elements 
plans  qui  composent  la  surface  du  polyfedre,  considerer  des 
surfaces  courbes  dont  les  plans  tangents  aient  pour  limites 
ceux  de  la  surface  proposee.  On  pourra  done  regarder  la 
surface  engendree  par  la  revolution  d'un  arc  de  courbe 
plane,  tournant  autour  d'un  axe  situe  dans  son  plan, 
comme  la  limite  de  la  somme  des  troncs  de  c6nes  infiniment 
petits,  engendr^s  par  les  c6tes  d'un  polygone  inscrit  dans 
cette  courbe.  Si  Ton  d^signe  par  j^  eljr  -f-  dy  les  ordonnees 
des  deux  points  extremes  d^un  quelconque  de  ces  cdt^s 
ay  ant  pour  longueur  ds^  la  surface  du  tronc  de  c6ne  qu'il 
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cngendre  anra  pour  mesure 

27rl^H I  r/jj      ou      ULicydSy 

cii  fiegligeant  I'infiniment  petit  du  second  ordre. 

L'aire  engendree  par  I'arc  dont  les  points  extremes  ont 
pour  abscisses  x^  el  x  aura  done  pour  expression 

2  7r    I      yds  J     ou     2  7r    i      yyjdx^  -^df*- 

EXEMPLES. 

Ellipsoide.  —  Supposons  que  Tellipse  dont  Tequation 

est 

tourne  auiour  de  Taxe  des  x ;  elle  engendrera  une  surface 
dont  la  diflerentielle  sera 

'^dx\Ja''^[a''  —  b^)x\ 

Supposons  d*abord  a  >  i  et  posons 

l'aire,  conimen9ant  ^  =  o,  aura  pour  expression 


II  ne  faut  pas  ajouter  de  constante,  puisque  l'aire  est  nulle 
pour  x  =  o.  On  aura  la  moitie  de  la  surface  de  rellipsoi'de 
en  faisant  x  =  a,  ce  qui  donne,  pour  la  surface  entiite^ 


.        2izba 
2  TT  o'  H arc  sin  e. 


7- 
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Si  e  =  o,  a=  i,  et  rellipsoide  devient  une  sphire;  comme 

d'ailleurs tend  vers  Tunite  a  mesure  que  e  tend 

vers  z^ro,  on  aura  ^ita^  pour  la  surface  de  la  sphere  dont 
le  rayon  est  a.  . 

Supposons,  en  second  lieu,  a<^b  el  posons 

I'expression  de  Taire,  a  partir  de  a:  =  o^  sera 


(  \  he 

Si  Ton  fait  x  ==  a,  on  aura  la  moitie  de  la  surface  de  Fel- 
lipsoide,  et  la  surface  entiere  aura  pouc  expression 


27r6  V«'4- ^*e*H 1 • 

^  e  a 

On  retrouve  encore  la  surface  de  la  sphere,  quaud  on 
suppose  e  =  o.  En  effet,  la  premiere  partie  devient  ina}\ 
pour  obtenir  la  seconde,  on  developpera  ^a'-f-i*e*  en 
serie,  ce  qui  est  permis,  puisque  i'  e'  tendant  vers  z^ro  est 
plus  petit  que  a",  et  Ton  trouvera  encore  2  7ra*  5  ce  qui  don- 
nera  4^«*  pour  I'aire  totale  de  la  sphere. 

Surface  du  tore.  —  Supposons  qu'on  fasse  tourner  au- 
tour  de  Taxe  des  x  le  cercle  dont  Tequation  est 

la  partie  superieure  eugendrera  une  surface  dont  la  difle- 
renlielle  sera 

2  7r[e-f-  y'R'— (x—  OLy]ds. 
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La  differeDticlle  de  Taire  eogendree  par  la  partie  iDferieure 

sera 

Si  on  les  suppose  comprises  entre  les  deux  m^mes  plans 
perpendiculaires  a  Taxe,  x  et  ds  seront  les  m^mes,  et  la 
somme  des  deux  diflerentielles  sera  ^itSdsy  dont  Tintegrale 
est  4'^6s-\-C. 

On  aura  la  surface  endere  en  prenant  s  egal  a  la  demi- 
circonference  ttR,  et  C  =  o  j  ee  qui  donnera 

La  surface  du  solide  entier  est  done  egale  au  produit  de  la 
circonference  generatrice  par  la  cicconference  decrite  par 
son  centre. 

On  peut  calculer  s^parement  la  surface  engendree  par  la 
partie  superieure,  et  par  la  partie  inferieure  de  la  circon- 
ference. En  effet,  la  premiere  est 

27r[6f-h/rff  V^R*—  (x  — a)']=2ff(6.9-f-/R££r) 

t=27r(65-|-Ra;-|-C). 

Pour  avoir  la  partie  superieure  tout  enti^re,  il  faut  prendre 
pour  X  les  limites  a  —  R,  a  ^-  R,  et  donner  a  5  la  valeur 
ff  R ,  ce  qui  dbnne 

2  7r2  6R-|-47rR». 

Dans  le  calcul  de  la  partie  inferiew^,  il  n'y  aura  que  le 
second  terme  a  changer  de  signe,  et  Ton  trouvera 

27r'6R  — 47fR^ 

Leur  somme  est  4^'6R,  comme  nous  I'avons  deja  irouve. 
Leur  difference  est  87tR%  ou  le  double  de  la  surface  de  la 
sphere  dont  le  rayon  est  R. 

II  est  remarquable  que  cette  difference  soit  independante 
de  la  distance  du  cercle  a  I'axe  de  rotation  5  et  cela  tient  a 
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la  symetrie  de  la  courbe  par  rapport  a  une  paralUle  a  Taxe. 
Dans  le  cas  general  ou  cette  condition  sera  remplie,  la  dif- 
ference des  surfaces  engendrees  par  les  deux  parties  de  la 
courbe  sera  encore  independante  de  la  distance  a  Taxe  de 
rotation. 

Volume  des  corps  lermines  par  des  surfaces 
quelconques . 

79.  Si  Ton  partage  un  corps  en  elements  infiniment 
petits  par  des  plans  perpend! culaires  a  Tuu  des  axes  des 
coordonnees  rectangulaires,  nous  avons  vu  qu'on  pourra 
substituer  a  ces  elements,  des  cylindres  ayant  pour  bases  ies 
sections  faites  par  ces  plans,  et  pour  hauteurs  les  distances 
de  ces  monies  plans  \  parce  que  la  limite  du  rapport  de  ces 
cylindres  aux  il^ments  du  corps  est  Tunite, 

Done,  si  I'on  pent  obtenir  en  fonction  de  x  I'expression 
de  I'aire  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  un  plan  quel- 
conque  perpendiculaire  a  I'axe  des  x^  la  differentielle  du 
volume  sera  F  (x)  dxy  en  designant  par  F  (x)  Taire  de  la 
section^  et  le  volume  du  corps  compris  entre  deux  plans 
perpendiculaires  a  I'axe  des  a:,  et  correspondents  aux  ab- 
scisses ar^,  a:,  aura  pour  expression    /     F  [x)  dx.  Le  pro* 

bleme  sera  done  ramene  a  Tintegralion  d'une  fonction 
connue  d'une  seule  variable.  Si  Ton  ne  pent  exprimer  im- 
mediatement  Taire  de  la  section,  on  en  obtiendra  la  valeur 
au  moyen  d'une  premiere  integration.  Representons  par  z 
el  s'  les  ordonnees  de  la  partie  superieure  et  de  la  partie 
inferieure  de  la  surface.  Ce  sont  des  fonctions  donn^es  de  x 
el  y^  qui  pourront  6tre  de  nature  differente.  L'aire  de  la 
section  correspondante  a  une  valeur  quelconque  de  x  aura 
pour  expression  f  {^z  —  V)  dy^  y  variant  seul  et  x  restant 
constant  dans  les  fonctions  z  et  r/.  Les  liraites  de  cetlc  in  - 
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legrale  seront  les  Taleors  correspondbmtes  aux  poinu  ex* 
trimes  de  la  section ;  ces  points  seront,  en  general,  ceax  ou 
la  tangente  k  la  conrbe  est  parall^e  a  Taxe  des  2 ;  et  si  Ton 
coosid^re  Tensemble  de  tontes  les  sections,  ces  points  se 
projettent  sur  le  plan  X¥  smvantla  trace  dn  cylindre  cir- 
coDscri  t  an  corps,  et  ayant  ses  ar^tea  paralleles  a  i'axe  des  z. 
Ces  valeurs  de  y  qui  sont  des  limites  de  cette  premiere  in* 
t^grale  sont  done  des  fonctions  connaes  de  x,  et,  par  con* 
sequent,  /  (z  —  ^)^y  «cra  tine  fonction  de  x,  <ine  nous 
supposerons  que  Ton  puisse  former,  ct  que  nous  repre- 
sentcrons  par  F  {x).  La  question  est  alors  ramcnee  an  pre- 
mier cas,  et  il  suffira  de  calculer  ^ F  (x)  Jx,  entrc  les  deux 
limites  donn^es  pour  x,  Ces  deux  integrations  successives 
s'expriment  de  la  maniire  suivante  : 


y^  eiy  designent  les  deux  fonctions  de  x  qui  exprinieiit  les 
.  ordonnces  de  la  trace  sur  XY,  du  cylindre  circonscrit  au 
solide,  et  ayant  ses  arfttes  parallilcs  k  Taxe  des  z. 

Ce  calcul  n'exige  done  que  deux  integrations  de  fonctions 
d'une  seule  variable. 

On  pent  remarquer  que  ce  procede  revient  k  calculer  la 
somme  des  expressions  dc  la  forme  [z  —  z')  dydx,  quand 
on  donne  a  x  ety  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  pro* 
jection  du  solide  sur  XY  et  variant  par  intervalles  infini- 
ment  petits  dx^  dy,  Cettc  expression  est  la  mesure  du  pa* 
rall^lipip&de  ayant  pour  base  dxdy  et  pour  hauteur  z  —  2'; 
et  ce  volume  pent  &tre  substitue  a  T^I^ment  du  solidc  qui 
est  compris  entre  les  quatre  faces  laterales  de  ce  parallel!- 
pipide,  parce  que  la  limile  dc  leur  rapport  est  Tunile.  La 
sominc  dc  ces  elements  compris  entre  les  deux  plans  dont 
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la  distance  est  dXy  peut  etre  regardee  comme  exprim^e  par 


et  la  somme  de  ces  dernieres  expressions,  relatives  a  toutes 
les  valeurs  de  dx^  sera  la  somme  de  tous  les  elements 
{«  —  -s')  dxdy  du  solide,  prise  a  la  limite. 

80.  DAerminons  maintenant  Pequation  de  la  trace  du 
cylindre  circonscrit  au  corps  et  parallele  a  I'axe  des  z. 

Soil  F  {x^jr^  z)  =^  o  T equation  de  la  surface  du  corps-, 
le  plan  tangent  au  point  (x^^y\  ^')  aura  pour  equation 

.  ,.  d¥       ,  ,.  ^F       ,  ,,  dF 

En  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre 
et  de  la  surface  donn^e,  le  plan  tangent  est  parallele  a  Taxe 

des  z^  et,  par  consequent,  --7  =  05  les  equations  de  cetle 
courbe  seront  done 

dY 

F(*,  ^,  z)  =  o,      ^  =  o- 

Si  on  elimine  z  entre  ces  Equations,  on  aura  sa  projection 
sur  XY,  qui  est  la  courbe  demandee.  Supposons  que  son 
equation  soit  y  (^9  J^)  =  o,  les  valeurs  dej'  qu  on  en  tirera 
seront  les  limites  de  I'integrale  prise  par  rapport  a  jy*. 

Quant  aux  limites  Xo,  x^  ce  sont  deux  valeurs  arfci- 
traires.  Si  Ton  veut  avoir  le  volume  enlier  du  corps,  ces 
limites  correspondront  aux  points  extremes  de  la  trace  du 
cylindre,  et  s'obtiendront  en  cherchant  les  points  de  cette 
courbe  ou  la  tangente  est  parallele  a  I'axe  des  y^  ou  encore 
les  points  de  la  surface  ou  le  plan  tangjent  est  perpendicu- 
laire  a  Taxe  des  x  \  ils  seront  determines  par  les  trois  equa- 
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lions 

F(jrt,>, -)  =  o,     ^  =  ®'     ^~^' 

Si  Ton  avail  poor  objet  de  irouver  le  Yolmue  du  corps, 
qui  se  irouve  renferme  dans  rinterienr  da  cylindre  ayanl 
ses  armies  paralleles  a  Taie  des  z  et  one  base  donnee  par 
son  equalion  sur  le  plan  XY,  les  Umites  de  rint^ralion 
par  rapport  ky  seraient  les  fonclions  de  x  que  Ton  trou* 
verail  en  resolvant  cette  ecpation  par  rapport  a  y. 

EXEMPLE. 

Ellipsoide.  —  L'equalion  de  rellipsoi'de  rapporte  a  ses 

axes  est 

La  section  par  un  plan  perpendiculaire  a  I'axe  des  x  est 
une  ellipse  ayant  pour  equation 

^  "*"?""'""?' 

X  designanl  la  distance  de  ce  plan  a  Torigine,  constanle 
pour  une  m&me  seclion,  et  variable  d'une  section  a  une 
auire.  On  pent  calculer  Faire  de  la  section  au  moyen  de  la 
formule  que  nous  avons  donnee  pour  la  quadrature  de  I'el- 


Les  demi-axes  etant,  dans  ce  cas, 
I'aire  de  la  section  sera 
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ce  sera  la  valeur  de  Tl^tegrale 

Reste  done  a  iategrer 
ce  qui  donne 

Si  Ton  fait  Xq  =  •^«,  a:= a,  on  aura  le  volume  entier  de  Tel- 
lipsoi'de,  et  son  expression  sera  ~  tt  abc. 

On  vol  I  que  le  volume  de  Tellipsoide  est  les  deux  tiers 
du  cylindre  droit  circonscrit,  ayant  ses  aretes  parallkles  a 
Vun  quelconque  des  axes. 

Si  les  axes  ne  sont  pas  rectangul aires, les  ealculs  ne  difTere- 
ront  qiie  par  des  facteurs  constants.  Soient  X  Tangle  de  Taxe 
des  z  avec  Taxe  des  jr,  et  [i  Tangle  de  Taxe  des  x  avec  le 
plan  YZ.  La  section  faite  par  un  plan  parallele  a  YZ  aura 
pour  expression 

/     (z  — z'j^/ysinX, 

ci  le  volume  compris  entrc  ce  plan  et  le  plan  itifiniment 
voisin  sera 

sin  It  dx  I      (z  ^  z')  ifysin'k, 
Le  volume  cherche  sera  done  exprime  par 

sinfAsinX    |      dx   I      (z  — z')r//. 
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Dans  le  cas  de  Tellipsmle  rapporte  ii  des  diunetres  ccm* 
jugues  2  a',  aft',  2  </,  on  trooTera  ^  7  o^  A  V  sin  a  sin  A. 

Cette  expression  devant  etre  egale  a  —  «a6c,  il  en  resulte 

dV  d  sin  jx  sin  1  =  aftc,  ce  qui  montre  que  le  parattiUpi^ 
pede  construi't  sur  les  diametres  conjugues  est  constant. 
On  Yoit  encore  que  le  volume  de  Fdlipsoide  est  les  deux 
tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit,  ayani  ses  aretes  pa- 
ralleles  a  uu  diametre  quelconque,  el  ses  bases  paralleles  au 
plan  conjngue  de  ce  diamitre.  Ce  qui  prouve  que  totts  les 
cjrlindres  circonscrits  de  cette  maniere  h  Vellipsc^de  sont 
equivalents. 

# 
81.  Si  I'equation  de  la  sur£aice  qui  termine  le  corps  est 
donnee  en  coordonnoes  polaires  r,  0,  <p,  il  est  copvenable 
dVxprimer  la  diflerentielle  dn  volume  dans  le  mftme  sys* 
teme.  Pour  cela  on  concevra  une  sphire  decrite  du  p6le 
comme  centre  avec  Tunite  pour  rayon ;  et  Ton  partagera 
sa  surface  par  des  grands  cercles  infiniment  rapproches 
dont  les  plans  passent  par  Faxe  AZ,  et  par  des  petlts  cercles 
dont  les  plans  soient  paralleles  a  XY,  et  a  des  distances  in- 
finiment  petites  les  uns  des  autres.  L'expression  generale 
des  quadrilateres  qui  composeront  la  surface  de  la  sphere 
sera  sytiBdQdr^.  On  concevra  ensuite  un  cone  ayant  son 
sommet  au  p6le  et  ce  quadrilatere  pour  base,  el  Ton  cber- 
chera  le  volume  du  corps,  qui  se  trouve  conipris  dans  ce 
c6ne  ludeGni.  La  partie  de  ce  volume  comprise  cntre  deux 
spheres  ayant  pour  rayon  r  et  r-f-  dr^  aura  pour  mesure 

Si  done  on  integre  cette  expression  par  rapport  a  r  entre  les 
deux  valeurs  i\  et  r,  relatives  aux  deux  surfaces  qui  ler- 
mincni  le  corps,  on  aura  le  volume  du  corps  coinpris  dans 
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le  c6ne  que  roii  a  considere.  Sa  valeur  est 

r  et  To  sent  des  fonctions  connues  de  9  et  tp.  Si  mainteuant 
on  intigre  par  rapport  a  0  entre  les  deux  valeurs  relatives 
Uux  limites  du  corps,  et  qui  sont  des  fonctions  connues 
de  (//,  on  aura 


'-^r 


(/^— /•JjsindrfG. 


Le  resultat  de  cette  integration  sera  une  fonction  de  ^p,  que 
Tqjf  integrera  entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  plans  en  Ire 
lesquels  le  corps  est  renferme. 

Si  le  p6le  est  dans  I'interieur  du  corps,  les  limites  de  0 
sont  o  et  7r;  celles  de  tp  sont  o  et  2  7r;  et  la  premiere  limile 
de  p  est  zero.  Le  volume  est  alors  exprime  par 


C/O         C/Q 


•2  It 

o 


Quadrature  des  surfaces  courbes  quelconques, 

B2.  D'apres  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  sens  qu'il  fallait 
attacher  a  I'aire  des  surfaces  courbes,  si  nous  divisons  une 
surface  quelconque  par  des  plans  iniiniment  voisins,  per- 
pendiculaires,  les  uns  a  I'axe  des  x^  lesaulres  a  I'axe  des^, 
chacun  des  quadrilateres  qui  composeront  la  surface,  et 
dont  la  projection  sur  XY  sera  dxdj^  pourra  ^tre  remplace 
par  la  partie  du  plan  tangent  en  un  quelconque  des  points 
de  la  surface  de  ce  quadrilatere,  qui  aura  la  m&me  pro- 
jection dxdy. 

Nous  supposerons  que  ce  plan  tangent  soit  mcne  au  point 
de  la  surface  qui  se  projette  en  un  des  sommets  du  qua- 
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drilalire  dxdy^  et  nous  choisirons  celui  dont  \x  est  le  plus 
petit,  ainsi  que  \y\  de  sorte  que  ces  coordonn^s  etant  x^ 
j^  celles  du  sommet  oppose  soient  x  -f-  dx^  y  -h  dy^.  Cela 
pose,  Taire  d'une  surface  plane  etant  ^gale  a  sa  projection 
orthogonale,  divisee  par  le  cosinus  de  Tangle  de  son  plan 
avec  le  plan  de  projection,  on  aura,  en  designant  par  ^I'aire 
dela  surface  courbe, 


—J  —5  on  p,  g  etant  les  derivees  partielles  de  la  fonction 

.  de  X  et  j^  qui  represente  Tordonnee  de  la  surface. 

Ainsi,  pour  obtenir  la  surface  qui  se  projettera  sur  le 
plan  XY  dans  I'interieur  d'une  courbe,  donnee  par  I'equa- 
lion  (p  (x,  jr)  =  o,  on  chercbera  d'abord  la  partie  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  a  I'axe  des  x,  et  dktants 
I'un  de  Tautre  de  la  quantite  infiniment  petite  dx.  Pour 
cela  on  integrera  par  rapport  a  y,  en  considerant  x  comme 
constant,  Texpression  dxdysjx  -+-p'  +  9'5  les  limites  de 
ceite  integrale  seront  les  valeurs  de  r  donnees  par  I'equation 
(p  [x^y)  =  o.  Designons  ces  deux  fonctions  de  x  paryo^Jl- 
L'aire  comprise  entre  les  deux  plans  sera  done  une  fonction 
de  X  exprim^e  par 

Si  maintehant  on  inligre  cette  expression  par  rapport  a  x^ 
entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  la  courbe 
f  (x,  y)  =  o  el  qui  satisferont  a  Tequation 

^  =  0, 

on  aura  un  resultat  qui  ne  renfermera  plus  ni  X  ni  y^  et 
sera  la  mesure  de  Taire  demandee. 
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Si  Ton  veut  avoir  la  surface  entiere  d*un  corps  fini,  il 
suffira  de  prendre  pour  Fequation  tp  (x^jr)  =  o,  celle  de  la 
courbe  dans  rinlerieur  de  laquelle  se  projelte  le  corps,  et 
de  considerer,  successiyement  ou  en  m^me  temps,  la  partie 
inferieure  et  la  partie  superieure  de  la  surface.  Cette  courbe 
se  d^terminera,  comme  nous  Favons  indiqu^,  dans  la  me- 
sure  des  volumes. 

83.  Application  h  la  sphere,  —  L'^quation  de  la  sphere 

^*  4-  j'  4-  «'  =  R' 


donne 


dz  X       dz  y 

dx  z        dy  z 


ds  =  d.dr  y/.+5+^'  -  -"''•^  -     ^'^'''' 


z'        z'  z 


)/K'  —  x'~x' 


I; 


=  arc  sin  • — ^ 


s/R'  —  x^  —  X'  ^K^  —  x' 

Dans  ce  cas,  les  limites  dey  sont 

—  v^R'  —  x»     et     -h  V'R'  — :c^ 


ddnc 


, =•=  t. 


11  reste  done  a  integrer  nRdx  entre  x=z  —  R,  j?=-f.R, 
ce  qui  donne  2  7rR'  pour  Texpression  de  la  surface  supe- 
rieure^ on  trouverait  le  m^me  resultat  pour  la  surface  in- 
ferieure, et  la  surface  totale  sera  ^gale  a  47tR'* 
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CHAPITRE  XIII. 

EXEMPLES     DE    LA    BfiTERMlNATlON     DES    COURBES 
d'aPRES  UNE  propriety  DE  LEURS  TANGENTES. 


84.  Premier  £xemple.  —  Trouver  la  coiarbe  dont  la 
souS'tangente  est  consiante. 

D'apris  rexpression  generale  de  la  sous-tangente,  on 
aura,  en  designant  par  a  sa  yaleur  constante,  par  x  e\j  les 
coordonn^es  du  point  de  contact,  et  par  dy  la  difTerentielle 
de  ]a  fonction  qui  represente  Fordonnee  de  la  courbe, 

separant  les  variables  $  il  yient 

dx dy 

el  d'apris  la  regie  dti  n®  72, 


2=/.^..c  =  /.g, 


d'ou 


Ration  de  la  logarithmique. 

Deuxieme  exemple.  —  Troiiver  la  courhe  dont  la  sous^ 
normale  est  constant e» 
Designant  par  a  cette  valeur  constante,  on  aura 

1^  =  ^' 
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d'ou 

parabole  qui  a  pour  axe  la  ligne  des  abscisses,  2  a  pour 
param&tre,  et  son  sommet  en  un  point  queleonque  de  Taxe 
des  X* 

Troisieme  exemple.  —  Troiis^er  la  courh^  dont  la  nor- 
male  a  une  longueur  constante  a. 
On  aura  dans  ce  cas  I'^qualion 


^v^^^£=^> 


d'ou 

dj^       a'  —  y^        . .        ydy 

rf.r»  y^  s/a'—y^ 

Les  variables  elanl  separees,  on  aura,  par  ]a  regie  connue, 


x=:±  V^fl»  —  y'  -4-  C,       (x—  Cy  -h  r'  =  a\ 

cercle  dont  le  rayon  est  a,  et  qui  a  son  centre  en  un  point 
queleonque  de  Taxe  des  x. 

QuATRiEME  EXEMPLE.  —  Trouvcr  la  courbe  dont  la  tan- 
gente  a  une  longueur  constante  a, 
L'&[ualion  sera  dans  ce  cas 


y 

d'ou 

dy'  y'  y 

Le  second  membre  est  une  des  diflerenlielles  binomes  dont 
nous  avons  calcule  I'inlegrale,  et  en  prenant  le  signe  infe- 
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rieur  nous  en  deduirons  Tequation  suivante, 


celte  courbe  est  celle  qu'on  nomine  la  tractn'ce. 

CiMQuiEME  EXEMPLE.  —  Troiivcr  la  courhc  telle y  que  le 
carre  de  Varc  soil  proportion  net  a  Vordonnee, 

II  est  evident  que  I'arc  et  Tordonnee  doivent  6tre  nuls 
ensemble,  et  que  par  consequent  Taxe  des  x  doit  passer  par 
le  point  de  la  courbe  qui  est  Torigine  des  arcs. 

En  designant  par  5  la  longueur  de  Tare,  la  condition 
(Jonnee  conduit  h  I'equation 

JL     i. 
j»  =  ay     ou     s  =  a^  y^  y 

|K)ur  eliminer  5,  differenlions  les  deux  membrcs,  il  vient 

dszzz,-'  a^  y    "^  dy=i  ^dx^  -f-  dy^^ 
d'ou 

<()'»  =r  d,T^  -h  dy\ 


4r 


et,  par  suite, 


Cctle  relation  est  idenlique  a  celle  que  donnerait  une  cy- 


a 
et 


cloide  dont  le  cercle  g^nerateur  aurait  pour  diametre  -j 

dontla  tangente  au  sommet  serait  Taxe  des  x. 

On  retrouverait,  au  reste,  I'equation  finie  de  la  cycloide 
en  integrant  les  deux  membres  de  I'equation  pr^c^dente. 

SixiEME  EXEMPLE.  —  Trouver  Vequation  d'une  courbe 
dont  toutes  les  normales  soient  tangentes  a  une  courbe 
donnee, 

II.  B 
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La  courbe  a  laq nolle  les  iiorinales  d'uiie  courbe  quel* 
conque  sont  langentes  etant  la  developpee  de  celte  der- 
iiiere,  on  voit  que  le  problime  consiste  a  trouver  la  deve- 
loppante  de  la  courbe  donnee. 

Soieut  d^y  les  coordounees  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  cherchee,  ^o/,  dj'  leurs  differeutielles,  a,  6  les  coor- 
donnees  du  point  correspondant  de  la  courbe  donnee  dont 
requalion  est 

(0  F{a,  6)r=o. 

La  norma Ic  aura  pour  equation 

puis(|u'elle  passe  an  point  (a,  G),  on  aura 

et  oomme  elle  est  tangente  a  la  courbe  (i),  il  s'ensuil 

ce  qui  change  Tequation  precedente  en  celle-ci 

(3)  «~^'-(g~/)^=o. 

Entre  les  Equations  (i),  (2),  (3),  si  on  ^limine  a,  S  apres 
avoir  remplace  —  par  sa  valeur  en  a,  6  que  donnera  la  dif- 
ferentiation de  Tequation  (i),  on  aura  une  Equation  entre 

dy' 
jd^y  el  —,  appartenant  a  la  developpanle.  Ce  calcul  est  le 

meme  que  celui  auquel  nous  avions  et^  conduits  dans  la 
theoriedes  developpees.  Nous  allons  Peffectuer  dans  le  cas 
particulier  du  cercle. 

Developpanle  du  cercle,  —  L'equaiion  (i)  devient,  dans 
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ce  cas, 

dou 

aaa-h5a6  =  0,      ~- =r  — — ^ 
ao  a 

r^uation  (3)  devienl,  en  supprimant  les  accents, 

a.r4-  6j  =  a% 
et  Fequalion  (2)  sera 

Felimination  de  a  et  6  conduit  a  Pequation  suivante : 

Soient  B  (Jig*  4)  le  point  du  cercle  a  parlir  duquel  on 
fail  le  developpement,  M  un  point  quelconque  de  la  develop- 
panie  et  T  le  point  correspondant  du  cercle,  on  aura 

TM=arcBT; 

si  Ton  designe  Tare  BM  par  5  et  AM  par  r,  on  aura 

r*  =  07*  4-  /',     rdr=  xdx  -+-  ydy ,      dx^  +  rf/'  =  ds^ ; 

I  equation  (4)  devient  alors 

rdr  =  ads,        * 

Les  variables  r  et  ,r  etant  sdparees,  si  Ton  int^gre  les  deux 
membres,  apr^s  les  avoir  doubles,  on  obtient 

r'  =  2^75-h  C. 

La  constante  G  se  determinera  par  la  condition  que  pour 
*  ==  o  on  ait  r  =  a ;  ce  qui  donne  C  =  a',  et,  par  suite, 

r*  =  2  «f  4-  a*. 

Cette  propri^te  remarquable  en  fait  connaltre  une  autre, 

8.    ' 
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en  observant  que  /'  =  a'  +  TM  =  a'  -H  BT  •,  en  effet, 
on  deduit  de  la,  enlre  les  arcs  BT  et  BM  ou  5,  la  relation 
tres-simple 

BT   =  las. 

L' ^nation  (4)  peut  6tre  transformee  en  coordonnees  po- 
laires.  En  deslgnanl  Tangle  MAX  parfl,  on  aura 

d'ou 


dr 


ar 
en  integrant  les  deux  membres,  on  obtient 

Bz=Z'-Jr^  —  a^  -+-  arc  sin  -  -+■  C, 
a  ^  r 

et  comme  on  doit  avoir  en  m6me  temps 

0  .=  o ,     r^=ia^ 
il  en  resultera 

2 

et  Tequation  de  la  d^veloppante  deviendra 
(5)  ^^IJJ^ZT^^- 


a 
arc  cos  -• 

a  '  r 


C^est  ce  qu'on  deduirait  immediatement  de  la  figure,  en 
observant  quon  a  0  =  TAX  —  TAM,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  P^quation  (5). 

L' equation  pr^c^dente  ax  -f-  6/  =  a'  nous  redonnerait, 
comme  nous  Tavons  vu  dans  la  th^orie  des  developpees, 
Tequation  de  la  developpante  en  coordonnees  rectangles. 
Mais  on  peut  la  deduire  de  T^uation  (5)  que  Ton  mettra 
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d^abord  sous  la  forme 


arc  cos  -  =  -  Jr»  —  a*  —  0, 
r        a 


d  ou  Ton  tirera,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  membres. 


-=  cosOcos.-^/^'  —  a'  +  sinOsiD  -dr^  —  «*; 
,    r  a  fl ' 

rcmpla^ant  cos6  par  -,  sin0  par  -  et  r*  par  x*+j^*,  on 

obtient  enfin  Tequation  deja  trouvee  de  la  developpante  du 

cercle, 

X  cos  -  ^x*  -+- r^ — a'  -f-  r  sin  -  Jx*  +  r*  —  a^=ia^ 
a  a 

que  Ton  obtiendrait  directement  en  projetant  Tabscisse  et 
Tordonnee  du  point  M  sur  le  rayon  AT. 
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LIVRE  IV. 

UiTtoRATlOIi  DES  EQUATIONS  DIFF^RENTIELLES. 


Dans  les  qaestionsque  nous  avons  traitees  jusqu'ici,  nous 
avons  eu  occasion  de  reconnaitre  qu'il  etait  souveiit  plus 
facile  de  trouver  la  derivee  d'une  fonciion  que  celte  fonc- 
tion  elle-m^me;  et  que  cela  tenait  non-seulement  a  ce  que 
I'expression  de  la  derivee  se  trouvait  etre  plus  simple  en 
elle-meme  que  celle  de  la  fonction ,  mais  encore  parce  que 
sa  recherche  etait  facilitee  par  le  droit  qu'on  a  de  negliger 
eertaines  quantites  qui  n^influeut  pas  sur  les  resultats  du 
calcul,  et  en  embairasseraient  considerablemeut  la  marche. 

Toules  les  fois  qu  on  ne  pent  calculer  directement  une 
fonction,  el  que  Ton  pent  parvenir  a  Texpression  de  sa  de- 
rivee au  moyen  de  la  variable  independantc,  la  question  est 
ramen^eau  probleme  de  calcul  que  nous  avons  traiteprece- 
deminent,  et  qui  consiste  a  remonter  de  la  derivee  a  la  fonc- 
tion. Mais  il  n' arrive  que  trop  souvent  que  la  derivee  elle- 
m^me  ne  pent  s'exprimer  immediatement  au  moyen  de  la 
variable  indepeudante,  et  que  les  donnees  du  probleme  con- 
duisent  seulement  a  une  equation  ou  la  fonction  se  trouve 
m^lee  a  une  ou  plusieurs  de  ses  derivees,  en  m^me  temps 
qn'k  la  variable  independante.  On  a  alors  ce  que  Ton  ap- 
pelle  une  equation  diff^rentielle,  et  la  difficulte  se  trouve 
considerablemeut  augmentee.  Elle  Test  plus  encore  lorsque 
1  on  a  plusieurs  fonctions  inconnues  d'une  meme  variable, 
mc^lees  a  cette  variable  et  a  leurs  derivees  rcspectives  dans 
unnombreegal  d'equaiioiis.  Elle  Test  bien  plus  eiiGn  lors- 
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qu  il  Skagit  de  fonctions  de  plusieurs  variables  indepen- 
dantes,  et  qu'on  a  des  equations  entre  ces  fonctions,  leurs 
derivees  partielles  et  les  variables.  Et  il  est  facile  de  pre- 
voir  que  ces  questions,  inverses  de  celles  de  la  differentia- 
tion, doivent  se  presenter  a  chaque  instant. 

Dans  la  geomdtrie,  par  exemple,  les  considerations  de  tan- 
gentes,  de  courbure,  de  developpees,  etc.,  dependent  des 
derivees  des  coordonnees  au  moyen  de  formules  connues. 
D'ou  il  suit  que  toutes  les  fois  qu'on  voudra  determiner  une 
courbe  par  des  conditions  dependant  de  sa  taDgente,  de  son 
rayon  de  courbure,  etc.,  si  Ton  admet,  en  outre,  qu'on  par- 
vienne  a  exprimer  ces  conditions,  on  n'obtiendra  pas  autre 
chose  que  des  equations  differentielles  \  et  alors  se  presente 
ce  probl^me  d'analyse  :  a  Etant  donnee  une  equation  entre 
w  une  fonction,  la  variable  dont  elle  depend  et  plusieurs 
))  de  ses  derivees  par  rapport  a  cette  variable,  determiner 
»  cette  fonction.  » 

Souvent  aussi  les  derivees  ne  se  presentent  pas  d'elles- 
monies  dans  Texpression  des  conditions  donnees,  et  on 
cherche  a  les  introduire  dans  I'espoir  de  trouver  a  eel  a  moins 
de  difficuhequ'a  introduire  la  fonction  elle-m^me.  Si  Ton 
y  parvient,  la  question  est  ramenee  au  m^me  probleme  de 
calcul  sur  une  et  quelquefois  plusieurs  equations  differen- 
tielles. Les  questions  de  mecanique  conduisent  presque  tou- 
jours  a  ce  m6me  problime,  parce  que  la  vitesse  etla  force 
motricedans  le  mouvement  d'un  point  materiel  s^expriment 
d'une  mani^re  g^n^rale,  au  moyen  des  derivees  de  ses  coor- 
donnees par  rapport  au  temps.  II  resulte  de  la  que  si  le  mou- 
vement d'un  point  est  connu,  c'est-a-dire  si  ses  coordonnees 
sont  donnees  en  fonction  du  temps,  on  pent  par  de  simples 
differentiations  determiner  la  force  qui  produit  ce  mouve- 
ment*, mais  si,  comme  cela  arrive  leplus  ordinairement,  on 
suppose  la  force  donnee,  et  qu'on  cherche  a  en  d^uire  le 
mouvement,  on  se  trouve  ramene  a  ce  m6me  probleme  ge- 
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neral,  ioTerse  de  celoi  du  lalcnl  diderentiel,  et  qoi  a  pour 
objet  de  delerminer  des  fonclions  dapres  des  equauons  oil 
elles  sent  engagees  d^one  maniere  donnee  avec  ieurs  deri- 
Tees  et  les  variables  independantes. 

Des  qnestions  physiqaes  ou  i1  n'entre  aacune  considera- 
tion de  forces  pea  vent  encore  ramener  a  ce  m^me  probleme 
d'analyse.  Ainsi,  lorsque  Ton  conn  ait  a  uncertain  instant 
les  temperatures  de  tous  les  points  d*un  corps,  on  peut  ex- 
primer,  au  moyen  des  derivees  partielles  de  la  temperature, 
par  rapport  aux  coordonnees,  le  flux  de  chaleur  qui  traverse 
UD  element  plan  iufiniment  petit,  dans  une  direction  quel- 
conque  et  en  un  point  quelconque.  Or  on  a  pu  deduire  de 
Texpression  generale  de  ce  flux  Televation  de  temperature 
que  subit  un  element  iufiniment  petit  du  corps  dans  un 
temps  iufiniment  petit,  en  negligeant  loutefois  des  quan- 
tites  iufiniment  petites  par  rapport  a  cette  elevation.  On 
connalt,  par  suite,  la  derivee  partielle  de  la  temperature 
par  rapport  au  temps,  et  Ton  a  ainsi  uue  equation  entre  cettc 
derivee  et  les  derivees  de  la  m^me  fonclion  par  rapport  aux 
coordonnees.  Le  probleme  de  la  determination  de  la  tempe- 
rature des  divers  points  du  corps  a  une  epoque  quelconque, 
s'est  done  trouve  ramene  a  rintegralion  d'une  equation 
entre  une  fonction  de  plusieurs  variables  independantes  et 
plusieurs  deses  derivees  partielles.  On  con90it  done  de  quel 
inler^t  il  serait  pour  le  progres  des  sciences  mathemaliques 
pures  ou  appliquees,  de  resoudre  le  problime  general  de 
rintegralion  des  equations  differenlielles.  On  ne  le  peut 
malheureusemeut  encore  que  dans  des  casbien  rcstreints; 
et  c'est  cette  etude  qui  va  nous  occuper  maintcnant,  en  li- 
miiant  toutefois  les  theories  a  ce  qu'elles  ont  de  plus  ele- 
mentaire  et  de  plus  essentiel. 


122  LIVRE    IV. 


CHAPITRE    PREMIER. 

DES    INTEGBALES    DES    l^QUATIONS   DIFF^BEISTIELLES 
d'ordre  QUELCONQUE. 


85.  Integrer  une  equation  differeiuielle  entre  deux  va- 
riables X  et  j^,  c'est  Irouver  loutes  les  valeurs  de  y  en  fonc- 
tion  de  x  qui  y  satisfonl  •,  ou,  en  d'autres  lermes,  c'est  ti  ou- 
ver  une  equation  entre  a:  et  7  qui  soit  une  consequence  de 
la  proposee,  et,  reciproquemeut,  dont  celle-ci  soit  une  con- 
sequence. 

Sous  le  point  de  vue  geometrique,  c'est  trouver  toutes 
les  courbes  dont  les  coordonnees  et  leurs  rapports  differen- 
tiels  des  divers  ordres  satisfont  a  cette  equation. 

Considerons  Tequation  generale  deTordre  /w,  c'esl-a-dire 
celle  ou  m  est  Tindice  de  la  derivee  de  Tordre  le  plus  ^leve 
qui  y  entre,  quellesque  soient  d'ailleurs  les  puissances  dont 
ces  derivees  soient  alFectees.  Soit  cette  equation 

d"*  Y  ,  dy  ^Z*'*''  V 

Elle  determine  —-^  en  fonclion  de  x,  r,  -^^  5  •  •  •  ?  -, — -;  et  si 

on  la  differentie  successivenieut   les  rapports  differentiels 

- — ^5  — — —-)  etc.,  seront  determines  en  fonction  des  m^mes 

quantites. 

Toute  fonction  de  x  peut,  en  general,  etre  developpeeen 
serie,  aumoyen  des  theoremes  de  Taylor,  ou  de  Maclaurin. 
Le  premier  est  moins  sujet  aux  exceptions,  parce  qu'oii 
peut  choisir  la  valeur  de  x  qui  entre  dans  les  coefficients, 
de  telle  sorle  qu'aucun  d'eux  ne  devicnne  infini.  Dans  co 
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cas,  la  serie  sera  necessairement  conYergente,  pour  toutes 
les  valeurs  de  .r  comprises  enlre  certaines  limites  determi- 
nees,  et  quelqaefois  meme  pour  toute  valeur  de  x. 

Soil  done  y  la  valeur  la  plus  generate  qui  satisfasse  a 
1  equation  (i).  Si  on  la  suppose  developpable d'apres  la  for- 
mule  de  Maclaurin, 

el  si  Ton  remplace  lous  les  coefficients  a  partir  de  celui  de 
a:",  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  precedents,  determi- 
nees  coninie  nous  Tavons  dit,  la  fonction  cherchee  sera  ne- 
cessairement  comprise  dans  celles  que  represente  ce  deve- 
loppement,  puisque  I'onn'aura  exprime  que  des  conditions 
auxquelles  elle  doit  satisfaire.  Et  reciproquement,  la  fonc- 
tion ainsi  determinee  satisfait  necessairement  a  Pequation 
differentielle  5  car,  si  Ton  differentie  m  fois  les  deux  mem- 
bres  de  Pequation  (2),  on  obtient  preci semen t  le  develop- 

pement  de  Tequation  (1)  resolue  par  rapport  a  — ^• 

L'equation  (2)  donnerait  done  la  solution  complete  de  la 
question,  si  toutes  les  valeurs  de  j  etaient  developpables  de 
cette  maniere.  Mais,  dans  tous  les  cas,  il  ne  peut  manquer 
que  celles  pour  lesquelles  certains  coefficients  differentiels 
cesseraient  d'etre  finis  et  determines,  pour  la  valeur  parli- 
culiere  j:  =  o. 

86.  Si  Ton  avail  developpe,  d'apres  le  theoreme  de  Tay- 
lor, suivant  les  puissances  de  x  —  .Tq,  on  aurait  eii  comme 
consequence  de  requalion  (1) 

g)(.— ^.)4-... 
(3)  '-'"''■' 


f/^"-'  /o  I  .2.  .  .  (w  ~  l) 
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les  coefficients  elan  I  loujours  determines  a  partir  de  Tordrc 
m,  au  moyen  de  Fequation  (i),  el  se  rappoi tant  kx  =  Xo't 
et  reciproquement,  Fequation  (i)  se  reduiraitde  celle-ci  par 
m  differentiations  success! ves. 

La  valeur  arbitraire  jTq  pourrait  bien  hive  choisie  de  ma- 
ni^re  a  ce  qu'aucun  coefficient  de  la  serie  ne  devint  infini, 
si  ces  coefficients  ue  dependaient  quede  Xq  ;  mais  comme 
ils  renferment  encore  la  valeur  correspondante  dej^etde 
ses  derivees,  il  pourra  arriver  qu'une  certaine  fonction  • 
y  =^  (f  (x),  lout  en  salisfaisant  a  Fequation  differeniielle, 
rende  in  finis  ou  indeter mines  certains  coefficients  du  deve- 
loppement,  quel  que  soil  x^  :  nous  en  donneronsbient6t  un 
exemple. 

On  voit  par  la  que  les  formules  (2)  et  (3)  peuvenlne  pas 
renfermer  loutes  les  fonctions  qui  salisfonla  liquation  (i). 
II  est  inutile  de  dire  que  ces  deux  formules  coincident  lors- 
que  loutes  les  solulions  soni  developpables  au  moyen  de 
Fune  et  de  Faulre,  puisqu'elles  representent  alors  idenli- 
quement  les  m^mes  fonctions.  Dans  les  limites  ou  elles 
sonl  suffisamment  convergentes,  elles  peuvent  servir  adon- 
ner,  par  approximation,  la  valeur  de  la  fonction  cherchee. 
On  donne  le  uom  A.' iiitegrale  generate  de  Fequation  (i)  a 
Fequation  (3),  donl  Fequation  (2)  n'esl  qu'un  cas  particu- 
lier  correspondant  a  .Cq  =  o. 

L'equation  (3)  salisfaisant  a  Fequation  proposee,  qucllcs 
que   soient  les   valeurs  des   m  premiers   coefficients,  jr^^ 

i'T')  '  "  • '  ( 7} — "^i  ]  '  puisqu'ils  disparaissent  au  moyen  des 

/n  differentiations  qui  conduisenl  de  F^qHation  (3>)  a  la 
proposee,  nous  en  conclurons  que  Vintegrale  generale 
(Vune  equation  dijferentiellc  de  Tordre  m  venjerme  ne- 
cessairemeni  m  constantes  arbitraires  qui  sonl  les  valeurs 
de  la  fonction  et  de  ses  m  —  i  premieres  derivees,  corres- 
pondantes  a  unc  valeur  de  x  prise  a  volonle. 
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87.  II  est  facile  dc  demon t re r  reciproquement  que  toute 
equation  entre  xely  qui  satisfera  a  Fequation  difleren- 
tielle,  et  renfermera  ni  constautes  arbitraires,  est  identique 
avec  rinlegrale  generale  representee  par  Ic  d^veloppe- 
menl  (3).  EnefTet,si  ronconcoit  qu'ondeveloppe,  suivantles 
puissances  de  x,  la  valeur  dey  donnee  par  cette  equation, 
les  m  premiers  coefficients  renfermeront  x^  et  les  m  con- 
stantes  arbitraires,  et  pourront  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles,  en  choisissant  con v enablement  ces  constautes, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur qu'on  prenne  pour  x^^ 
ils  peuvent  done  ^ire  regardes  comme  enlierement  arbi- 
traires :  et  comme  les  suivants  en  dependent  d'apris  I'equa- 
lion  (i),  le  developpement  ne  differera  pas  de  celui  que 
donne  I'^uation  ( 3 ).  D^ou  resulte  cette  importante  propo- 
sition, que  toute  equation  entre  x  et  y  qui  satisfait  a  une 
equation  differcnlielle  de  Vordre  m,  en  est  F integrate  ge- 
nerate lorsquelle  renferme  m  constantes  arbitraires,  au 
moyen -desquelles  il  soit  possible  de  donner  des  valeurs  ar- 
bitraires a  la  fonctjon  et  a  ses  m  —  i  premieres  deriv^es, 
pour  une  certaine  valeur  de  x, 

88.  La  demiere  condition  exprimee  dans  cette  proposi- 
tion est  indispensable  parce  qu'une  equation  pent  renfer- 
mer  m  constantes,  susceptibles  d'etre  reduiles  a  un  moin- 
dre  nombre  par  des  transformations.  Ainsi,  lorsqu'ou  vou- 
dra  s'assurer  si  celle  equation  conslitue  1' integrate  generale, 
il  faudra  la  differentier  m  —  i  fois,  et  cliercher  si  Ton  peut 
donner  aux  m  constantes  des  valeurs  telles,  que  pour  une 
valeur  donnee  de  x  on  en  puisse  tirer  des  valeurs  arbi- 
traires dej^  et  de  ses  m  —  i  premieres  derivees.  Et  pour  cela 
il  suffira  de  reconnaitre  si  les  m  equations  peuvent  6 tre  re- 
solues  par  rapport  aux  m  constantes,  sans  quilen  resulte' 
aucuneabsurdite  :  car  alors  pour  une  valeur  quelconque  de 
X  on  pourra  choisir  arbilraireraent  y  et  ses  m  —  i  pre- 
mieres derivees. 


126  LIVRE    IV. 

Si  par  exemple  on  avail  trouv^  qu'une  equation  du  se- 
cond ordre  ful  satisfaile  par  la  valeur 

C,  QJ  etantdes  constantes  arbitraires,  on  en  lirerait 

dr 
ax 

or,  quelque  valeur  finie  que  I'on  donne  a  x-^  ces  deux  Equa- 
tions donnent  des  valeurs  finies  pour  C  et  C,  si  Ton  n'a  pas 
a  =  a',  D'ou  il  suit  que,  si  a'  est  different  de  a,  la  valeur 
trouvee  dey  est  Tintegrale  generate. 

Si  Ton  avait  obtenu  une  solution  de  cetie  forme 

y  =:  Csinax  -\-  C'  cos  a.v , 

on  en  deduirait 

dy 

~-  =  fl  C  cos  ax  —  aC  sin  ax ; 

ax 

d'ou  Ton  tirerail  toujours  des  vajeurs  finies  pourCetC, 
pourvu  que  a  ne  fut  pas  nul  \  la  valeur  dey  serait  done  en- 
core Tintegralegenerale. 

II  en  sera  de  m^me  pour  une  expression  de  la  forme 

y  =Cs\n(x  -^a)  -4-C'sin(«-ha'); 

si  on  la  differentie,  et  qu'on  prenne,  pour  plus  de  simpli- 
cite,  0:^  =  0,  on  trouve 

/0  =  Csin  fl  -H  C  sin  a' , 
:  CcOSflf  -4-  C'cos«', 


(1).=' 


et  Toji  tirera  de  la  des  valeurs  finies  pour  C  et  C,  si  Ton 

n'a  pas 

sin  a  cosa'  —  sin  o'  cos  a  =  o , 
ou 

a'  =z  a  "liz  n  ir , 
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n  etant  un  nombre  entier.  La  valeur  dejr  sera  done  Tinte- 
grale  generale,  excepte  dans  ce  cas  particiiHer. 

Mais  si   Ton  trouvair  pour  solution  d'une  equation  du 
troisiferae  ordre 

7  =  Csin(j:H-a)  -+-  C  sin  (j:  -ha')  -|- C"sin(a: -+- a"), 

€11  differentiant  deux  fois,  puis  faisant  j:  =  o,  on  aurait 

Jo  =  C  sin  a  -f  C  sin  a'  4-  Csin  a'\ 

f~^|   =Ccos«-+-C'cosa'-|-C"cosfl", 


Csin«  -h  C'sin^'  +  C"sinfl". 


Or,  la  premiere  el  la  troisieme  de  cesdernieres  equations 

etant  incouipatibles,  si  on  laisse  j^^  et  (rr^j)  independants 

Tun  de  Tautre,  on  voil  qu'il  est  impossible  de  determiner 
les  trois  constantes  de  maniere  que  y  et  ses  deux  premieres 
derivees  aient  des  valeurs  quelconques  pour  a:  =  o ;  done  la 
valeiu*  dey  n'est  pas  Tintegrale  generale.  Et  il  est  facile  de 
voir  dans  cet  exemple  que  les  constantes  pouvaient  ^tre  re- 
duiles  a  deux  5  car,  en  developpant  les  sinus,  on  trouve 

/  =  (C  cos  « -4-  C  cos  a'  -h  C"  cos  a"  )  sin  x 

H-  (C  sin  «  -f-  C  sin  a'  -+-  C"  sin  a" )  cosj:, 

el  la  valeur  de  y  ne  renferme  reellement  que  deux  con- 
sUmtes  arbitraires,   qui  sont  les  coefficients  de  sin  x  et 

cosx. 

89.  Lorsque  dans  I'integrale  generale  d'une  Equation 
on  donne  des  valeurs  particulieres  a  une  ou  plusieurs  des 
constantes  arbitraires  quelle  renferme,  cetle  solution  se 
nomme  une  mtegrale  particuliere. 
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Lorsqu'on  salisfait  a  une  equalioii  diff^reniiclle  au 
moyen  d'une  equation  qui  n'est  pas  renfermee  dans  I'inle- 
grale  generale,  on  a  ce  que  Ton  appelle  une  solution  sin- 
guliere^  ou  une  integrals  singuliere. 

II  faut  alors,  comme  nous  Tavons  deja  remarque,  que 
des  coefficients  du  developperaent  (3)  deviennent  infinis, 
ou  indeterniin^s  quel  que  soil  x^,  et  par  consequent  lors- 
qu'on le  remplace  par  la  variable  .r.  El  comme  ces  coeffi- 
cients ne  renferraent  que  des  deri  vees  d'ordre  iuferieur  a  iw, 
il  en  resulle  que  la  valeur j^  =  (f  (x)^  qui  constitue  une  so- 
lution singuliere  d'une  equation  differentielle  de  Tordre  m, 
doit  satisfaire  en  meme  temps  a  cette  equation  et  a  une 
autre  equation  differentielle,  d'un  ordre  inferieur,  dans  la- 
quelle  il  n'entre  aucune  constantc  arbitraire. 

Si  par  exemple  Fequation  proposee  est  du  premier  ordre, 
les  solutions  singulieres  ne  pourront  etredonnees  que  par 
des  equations  entre  x  etj  sans  constante  arbilraire  ;  et,  par 
consequent,  une  solution  renfermanl  une  constante  arbi- 
traire ne  pourra  elre  que  Tintegrale  generale. 

Mais  si  Fequation  proposee  etait  d'un  ordre  superieur 
au  premier,  la  solution  singuliere  serait,  en  general,  une 
equation  differentielle,  d'un  ordre  inferieur  d  une  unite, 
qui  donnerait  une  integrate  renfermant  des  constantes  arbi- 
traires.  On  voit  done  que  les  solutions  singulieres  des  equa- 
tions differentielles  de  I'ordre  m  peuvent  6tre  donn^es  par 
des  equations  entre  x^  y  et  m  —  i  constantes  au  plus.  On 
ne  peul  done  toujours  conclure  de  la  presence  de  constantes 
arbitraires,  qu'une  solution  est  une  integrale  particuliere 
et  non  une  solution  sinojuliere. 


'O*- 


90.  Nous  allons  maintenaut  donner  un  exemple  du  cas 
annonce  dans  le  n°  86.  Considerons  Fequation  differentielle 
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On  en  lire,  par  des  diffimnuatioos  snecessiTcs, 


elTon  trouvera,  en  employanlla  formiile(a), 

On  reconnail  facilement  qu'en  posant 

3^.   —c, 

celte  equation  se  rednit  a 

[0)  y  =  x+{^'{c-:.f, 

et  cette  valeur  se  trouverait  directemeni,  en  posani  dans 
Tequation  proposeey  —  x  =  r,  ce  qui  la  reduil  a 


dz 
d'ou 


;^+^-**' 


2   •'  dz  =3^ —  dx ; 

integrant  Ics  deux  membres,  et  ajoutant  ane  constante  arbi*- 
iraire  c  a  Tun  d'eux,  on  aura 


3  f 
2 


d'ou 

z 

II. 


l3o  LlVUE    IV. 

Cette  equation  donne  identiquetnent  les  m^mes  solulions 

que  la  proposee,  potirvu  qu  il  ai  t  ^te  pcrmis  de  diviser  par  z% 
ce  qui  exige  que  z  tmy  —  x  ne  soit  pas  zero.  Si  don/c 
y  —  X  =  o  ne  peut  satisfaire  a  la  proposee,  Tequation  (a) 
en  donnera  touics  les  solutions  •,  mais  si  j  —  x  =  o  y  satis- 
faisait,  il  y  aurait  des  solutions  qui  pourraienl  ne  pas  fetre 
renferm^es  dans  I'equation  [a)\  et,  en  effet,  j  —  .r  =  o  ne 
satisfail  pas  a  cetlc  derniere,quelque  valeur  que  Ton  donne 
a  la  constanie  arbitraire,  el  salisfait  cependant  a  la  pro- 
posee. Elle  est  done  ce  que  nous  avons  nonime  solution  sin^ 
guliere. 

Cette  solution  n*etant  pas  retiferm^e  dans  I'integrale  ge- 
nerale,  voyons  ce  que  devienneirt  les  coefficients  du  deve- 
loppement  le  plus  general  dey,  donne  par  la  formule  (3). 

Or  il  est  evident  que,  si  Ton  fait  y=x^  tous  les  coeffi- 

cients  differentiels,  a  partir  de  -^y  dcviennent  infinis;  et 


si  Ton  n'avait  pas  supprirae  le  facteur  commun  [y  —  xY 

dx" 


d^  Y 
aux  deux  termes  de  la  valetrr  de  -— »  elle  sc  serail  presentee 


sous  la  forme  — 
o 

Get  cxemple  montre  qa'il  peut  arriver,  comme  notis  Ta- 

vions  annoncc  pr^cedemment,  qu'une  valeur  de  j)^  en  x 

satisfaisant  a  une  equation  different! elle,  et  developpable 

suivant  les  puissances  de  x,  ne  donne  cependant  pas  un 

d^veloppement  possible  en  partant  de  Tequation  different 

tielle  proposee,  et  que,  par  consequent,  on  ne  peut  re- 

pondre  que  I'integrale,  dile  generate y  renferme  toutes  les 

solutions  de  Fequation  proposee;  ou,  en  d'autres  termes, 

qu  il  n'exisle  pas  de  solutions  singulieres. 

91.  S'il  arrive  que  Tune  des  equations  obtenues  par  la 
difKrentialion  de  la  proposee,  soit  decomposable  en.  deux 
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factenrs  dont  I'mi  soit  d^an  ordre  infimevr  a  Fautre,  d 
qn  on  egale  a  iat>  cthd  de  Foidre  le  moiiis  ^ve,  cm  (ditient 
one  eqaation  de  plus  enlre  les  dcriTees  deja  conadcrees;  il 
J  aura,  par  consequent,  one  arbitraire  de  mmns  dans  ce 
developpement  de  jr,  ^jpi^  en  goieral,  ne  sera  pts  oompris 
dans  Tautre  deTelo{^pemeni  <fai  renfenne  m  eonstaules  ar- 
bilraires. 
G)nsiderons  oomme  exem^e  Feqinatlon 

IL^  i^rV       ^* 

On  trouve,  en  la  diflRfrmuant* 

En  considerant  le  facteur  da  second  ordre,  on  aara.  pai- 
des  difliSrentiations  snccesstTcs, 

^  =  o,..., 

lequation  (i)  donoera  en  consequence,  par  le developpe* 
mrnt  de  Maclanrin) 

En  considerant  maintenant  le  facteur  du  premier  ordre,  on 

trouve 

rS~        i'       rfr*  2'       dx^  ^     * 

Mais  il  faul  observer  que  j^o  "'est  P^^s  arbitraire  parce 

qu'on  a  deux  equations  entre  x,  j,  ^>  et  qu  on  eu  tire, 

pour  X  =  Oj 

/rfr\ 


U-^/. 
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On  a  done,  poury,  la  valeur  suivante  sans  tonstante  arbi- 
tral re, 

laquelle  n'est  pas  comprise  dins  Vinl^rale  qui  renferme 
une  constante  arbitral  re,  et,  par  consequent,  est  une  solu- 
tion singuliere. 

j4nlre  moyen  de  determiner  les  integrales  des  equations 
diffirentfelleSh 

92.  Au  lieu  de  faire  servir  I'equation  difTerentielle  a  la 
determination  des  coefficients  du  developpement  de  I'inte- 
grale,  on  pent  I'employer  a  calculer,  avec  autant  d'approxi- 
mation  que  Ton  voudra,  les  accroissements  successifs  de  la 
valeur  de j^,  et,  par  suite,  cette  valeur  elle-m^me.  On  n'aura 
pas  ainsi  Texpression  de  j  au  moyen  de  x,  mais  autant  de 
valeurs  approchees  que  Ton  voudra;  en  d^autres  lermes, 
on  connaitra  approxiipativement  autant  de  points  qu'on 
voudra  de  la  courbe  representee  par  Tequation  que  Ton 
cherche. 

Considerons  d'abord  I'equation  du  premier  ordre,  que 
Ton  pent  loujours  supposer  mise  sous  la  forme 

r//=F(.i:,  j^)rfar. 

Si  Ton  sedonne  a  volonle  la  valeur  y^  corrcspondan te 
a  un  X  arbitraire  Xo,  I'^uation  donnera  Taccroissement 
que  prend  y  quand  x  devient  x^-^  a\  sa  valeur  sera 
dry  =  F{'Xo,  y^)  a,  en  negligeant  toutefois  les  qiiantites  du 
second  ordre  en  a.  Designant  par  x',  7'  ces  deux  nouvelles 
valeurs  de  x  et  j^,  Taccroissement  de  y'  relatif  a  un  ac- 
croissement  «  de  a/  aura  pour  valeur 

^/  =  F(x',y)«, 
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en  negligeant  encore  les  quantiles  da  second  ordre,  ainsi 
que  Terreur  encore  pi u&  petite  prov^nant  de  la  valeur  dey 
dans  laquelle  on  a  neglige  une  quantite  du  second  ordi^. 
En  continuantt  ainsi,  el  negligeani  toujours  les  quantiles 
da  second  ordre  en  a ,  on  aura  autant  de  valeurs  que  Ton 
voudra  dey^  ou  autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe 
qui  satisfait  a  Vequation  differentielle,  et  passe  par  le  point 
arbitraire  dont  les  coordonnees  sont  x^^jr^.  On  voit  par  la 
qu  une  equation  du  premier  ordre  a  une  infifnite  d'inte- 
grales  qui  ne  difRirent  les  ujies  des  autres  que  par  la  yaleur 
d'une  constanle,  qui  est  Yjr  correspondant  k  une  valeur 
de  X  choisie  arbitrairemenl.  L'expression  geperale  de  y^ 
resultante  des  calculs  precedents^  est 

le  nombre  des  termes  a  prendre  dependant  de  la  valeur  de  x 
que  Ton  consid^re ;  et  I'on.  aurait  sans  erreur  la  valeur  de  jr 
en  fonction  de  x,  si  Ton  pouvait  trouver  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  somme  de  w  +  i  termes  de  cette  suite,  en 
supposant  na==x  —  x^,  et  a  decroissant  indefiniment. 

93.  II  est  a  remarquer  que  cette  maniere  de  determineF 
les  diverses  integral/ss  de  Tequation  diflerentielle  s' applique 
a  toutes  les  solutions  ;  les  integrales  particulieres  ct  les  in- 
tegrates singuli^res  s'y  irouvent  qgalement  comprises^  ce 
qui  n'a  pas  lieu  dans  les  autres  melhodes. 

On  procederait  d'une  maniere  semblable  si  Ton  avait  a 
integrer  une  equation  du  second  ordre,  dont  la  fprme  pent 
toujour^s  &tce  supposee  reduite  a  celle-ci : 

dx' 


On  se  donnerait  arbitral rcment  les  valeursy,  (7^) 


cor- 
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respondanles  a  ar^,  et  requaiion  ferait  connaitre  Facci^ois- 
sement  de  -p  relalif  a  raccroissement  a  de  xi  on  aurait 

ainsi  la  valeur  de  -^  correspondante  a  x^  +  a*,  d'ailleurs 

dr 
raccroi»$ement  de  y  serait  connu,  puisqu'on  donne  ^, 

On  connaitrait  done,  pour  la  valeur  Xp  -H  a,  les  valeurseor- 

dy 
respondanles  de  y  ^^^^  ^  ^'^^  repelerait  indefiniment 

eette  operation.  On  voit  par  la  qu'il  y  a  deux  constantes  ar- 
Utraires  dans  Fintegrale  d'une  equation  du  second  ordre. 
Le  procede  que  nous  venons  de  suivr^  ne  fait  connaitre  que 
par  approximation  les  vaieurs  des  int^grales;  on  ne  les 
connaitrait  exactement  qu'en  deterQiinant  1^  limite  de  la 
serie  quand  a  tend  vers  z^ro,  et  qu^on  pose,  comme  dans  le 
cas  precedent,  na  =  a?  —  J?^. 

Les  monies  considerations  s^appliquentevidemment  aux 
equations  de  tous  les  ordres. 
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CHAPITRE  II. 

DES  EQUATIONS    DIFF^RENTIELLES    D*UNE    EQUATION 
A   DEUX   VARIAULES. 


94.  Si  Ton  considere  uae  equation  a  deux  variables 
F(r,j')  =  o^  et  qu'on  en  deduise  d'une  maniar^  qu^U 
conque  une  autre  equation  qui  renferm^  ;r,y  et  des  deri vees 
de  jr  par  rapport  a  x,  cetie  derniere  est  ce  que  Ton  appelle 
une  equation  differenti^lie  de  la  premiere.  Elle  (^st  une 
consequence  de  celte  equation,  mais  cellc-ci  n'en  est  pas 
toajours  une  consequence  necessaire.  Ainsi,  nous  avons  vu 
qu'une  fonction  de  x  n'a  qu^une  derivee ;  tapdis  qu'une  de- 
livee  peut  correspondre  a  unq  infinite  d'int^grales,  qui  dif« 
fereot  par  la  valeur  d^une  constante. 

Si  eritre  I'equation  prijftUive  et  celle  que  Ton  obtient  en 
(liHerentiant  une  fois  ses  deux  meipbres,  on  elimine  une 
coDstante  a,  on  aura  une  certaine  Equation  differentiqlle  du 
premier  ordre  de  la  proposee.  Et  generalemeni,  si  Ton 
differenlie  m  fois  la  proposee,  on  pour^a  eliminer  m  quel- 
conquesdes  constaates  qui  y  entrent,  Qt  I'on  obtiendra  ainsi 
une  equation  differentielle  de  Tordnse  m  de  T^quation  pri- 
mitive, qui  renfermera  m  constantes  de  moins  qu'elle.  On 
aurait  une  equa|:ion  differente  du  m^me  ordre  si  I'on  ^li- 
minait  entre  les  mfemes  equations  m  aulres  constantes. 

On  doit  m^me  observer  que  toute  equation  differentielle 
peutfetre  consideree  comme  oblenuede  celle  maniere;  car 
nous  avons  d^oiontre  que,  si  elle  est  de  I'ordre  m,  son  in- 
tegrale  generale  renfermc  m  constantes  arbitraires  qui  ne 
sottt  pas  dans  Tequation  differentielle.  Done  celle-ci  n'a  pu 
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etre  deduile  de  Tautre  qu'en  elimiDant  ces  constanlcs  en  ire 
elle  et  celles  que  Ton  en  aura  tiroes  au  moyen  de  m  difTe<» 
rentiations  successives, 

Mais  ces  diffi^rentiations  peuvent  Stre  faites  de  bien  des 
mani^res  difTerentes : 

Si  par  exemple  on  ne  yeut  elin^iinei:  qu'une  constante, 
on  pourra  differenlier  I'equation  apris  Tavoir  mise  prea- 
lablement  sous  telle  forme  que  Ton  voudra;  on  aura  ainsi 
diverses  ^nations  du  premier  ordre,  et  Ton  eliminera  la 
eonstante  entre  Tune  quelconque  d'eutre  eHes  et  Tequation 
propos^e. 

Si  I'on  veul  eKminer  deux  constantes,  on  pourra  diffe- 
rentier  deux  fois  de  suite  T^uation  mise  sous  une  forme 
arbitraire^  on  aura  ainsi  trois  equations  renfermant  les 
deux  quantites  a  ^Hminer.  Ou  bien  encore  on  eliminera 
d^abord  Tune  d'elles  entre  Tequation  propos^e  et  celle  du 
premier  o^xlre  qu'on  en  deduira  5  puis,  trailant  de  mfeme  Te- 
quation  ainsi  obtenue,  on  en  eliminera  k  seconde  eonstante. 

Les  combinaisons  seraient  plus  multipli^es  encore  s^il 
s'agissaib  d'^liminer  un  plus  grand  nombre  de  constantes. 
Or  nous  allons  demontrer  que,  de  quelque  maniire  que 
cette  elimination  ait^te  faite,  on  obtient  tbujours  la  m&me 

ifk[uation  enirc  .r,  jy  -^>  etc.,  et  le§  coQslan^les  n,on  eli- 

minees. 

Supposons,  en  effet,  &  il  est  possible,  que  Ton  parvieuue 
ainsi  a  deux  equations  differentes,  en  eliminant  ks  m^mes 
constantes  en  nombve  m,  et  soient  cea  deux  equations,  re- 

solues  par  rapport  a  -j~^ 
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Ces  foBctions  F,  /,  ^tant  les  derivees  /n*^"*"  de  la  meme 
fonction  j^,  ont  des  vateurs  ^gales,  quel  que  soil  x.  Soitx^ 

un^  valeur  quelconque  attribuee  a  x  et j^^,,  ( ;r^ )  »  (  ,    Zt  ) 

lea  valeurs  correspondantes  que  prennent  j^  et  ses  m — i 
premieres  d^riv^,  et  qui  peuvent  &tre  supposees  egales  a 
des  quantites  quelconques,  en  choisissant  oonveDablemeni 
les  m  constantes  ^liminees. 
Les  deux  expressions  suivantes 

4--(s). m.} 

devront  Aire  egales,  quel  que  soit  x^,  pour  loutes  les  va- 
leurs donnecs  arbitrairemeni  aux  quaalites  j^^^  ( T^ )  '  * "  > 
( — — ^  J  5  et  aux  constantes  non  eliminees  5  par  consequents 

toutes  ces  diverses  quantites  doivent  y  entrer  d  une  mani^re 
identique.  Mais  elles  y  entrent  de  la  m&me  maniere  que 

jc,  y,  -/•»•••>   ,  ,  .  f  et  les  constantes  non  Eliminees  enlreni 

dans  les  deux  expressions  de  -1 — ;  done  ces  deux  expres- 
sions sont  identiques,  et  les  deux,  equations  diff(Srentielles, 
resolues  par  rapport  a  -7^*  le  sont  par  consequent^  d'ou 

se  deduit  cette  iinportante  proposition  : 

De  quelque  manikre  que  l^on  patvienne  a  une  equation 
differentielle  de  Vordre  m,  en  partant  d*une  mdme  equa- 
tion entre  x  ct  y,  et  eliininant  les  mdmes  constantes  en 
nonibre  m,  on  obtiendra  toujows  la  mdtnc, 

95.  Gette  proposition  doiinc  lieu  a  quelques  rcmarques 
utiles. 
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En  effet,  pariui  loutes  les  manieres  d'op^rer  ce  calcul, 
cboisissoDs  en  particulier  la  suivante  : 

EJiminons  d'abord  Tune  des  constantes  eptre  Tequation 
proposee  et  sa  premiere  derivee.  EKminons  de  m&me  une 
seconde  constante  entre  Inequation  obtenue  et  sa  derivee  ^ 
puis  une  troisi^me  cons  tan  te  entre  la  nouvelie  equation 
ainsi  obtenue  et  sa  derivee,  et  aiusi  de  suite,  jusqu^a  ce  que 
les  m  constantes  designees  aient  disparu.  Nous  aurons  ainsi 
Tequation  cberchee  du  /n"*"'  ordre;  et,  par  les  raisons  deja 
donnees,  celte  equation,  et  m^nie  toutes  les  iptermediaires, 
seront  identiques  a  celles  que  Ton  obtiendrait  par  d'autres 
procedes^  en  eliminant  les  m&mes  constantes.  Mais  Fordre 
dans  lequel  on  elimine  les  m  constantes  determine  les 
equations  intermediaires  5  et  autaut  on  pent  faire  de  com- 
binaisons  n  k  n  avec  m  lettres,  autant  on  pourra  obte- 
nir  d'equations  diil^rentes  de  Tordre  n,  dont  chacune  ne 
pourra  d'ailleurs  avoir  qu'une  seule  forme.  On  tire  de  la 
cette  cons^uence  importante : 

Toute  equation  differentielle  de  Vordre  m  peut  ^tre  de^ 
duite  de  m  eqiiations  differentes  de  Vordre  m  —  i ,  qui  ren^ 

ferment  chacune  une  constante  arbitraire^  de  — - 

equations  de  Vordre  m  —  2,  qui  en  renferment  deux;  et 

r    .     J          ^   ,   w{m— i)...(/w  — /i-M)   ,    «      , 
generalement  de  — ^ — — de  lordre  m  —  n, 

renfermant  n  constantes  arbitraires. 

96.  D'apres  cela,  si  Ton  a  a  integrer  une  equation  de 
Tordre  w,  on  pourra  chercher  ses  m  integrales  premieres. 
Si  Ton  parvient  a  les  determiner,  on  aura  m  Equations 

entre  x,  r,  -r-?  •  •  •  ?  -; — ^>  renfermant  chacune  une  con- 

stante  arbitraire  et  equivalenles  chacune  a  la  proposee  5 
par  consequent,  en  eliminant  les  m  —  i  derivecs  de  x,  on 
obliendra  une  equation  en  Ire  x  et  y  et  m  constantes  arbi- 
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iraires  :  on  aura  done  riqlegrale  generale  de  Tequation 
proposee. 

n  est  quelquefois  plus  facile  de  trouver  les  integrales 
premiAres  de  Tequation  de  I'ordre  /n  -f- 1  que  I'on  obtient 
en  diflerentiant  la  proposee.  Mais  alors  Pintegrale  generale 
de  cette  derniere  sera  celle  de  la  premiere,  a  Tun  des  mem- 
bres  de  laquelle  on  aurait  ajout<$  une  constaute  arbitraire^ 
et  si  Ton  connaissait  Tinlegrale  de  Tequation  de  Tordre 
m  + 1 ,  on  aurait  celle  de  la  proposee  en  y  faisant  cette  con- 
stante  nuUe.  En  consequence  on  chercbera  les  7n-\-i  inte- 
grales premieres  5  on  en  eliminera  les  m  deriv^es  de  y,  puis 
onsupposera  nulle  la  coustante  en  question.  Mais  I'une 
des  integrates  premii^res  n'est  autre  cbo$e  que  la  proposee 
augment^e  de  cette  constante,  et  se  reduit^  par  consequent| 
a  la  proposee,  en  supposant  cette  constante  nulle;  done,  si  ■ 
Ton  pent  obtenir  m  integrales  premieres  de  Tequation  de 
I'ordre  m  4- 1 5  qui  ne  renferment  pas  la  proposee,  il  suffira 
d'eliminer,  entre  celle-ci  etles  m  intdgrales,  les  m  derivees 
de  J,  et  I'on  aura  Tintegrale  generale  demandee, 

Si  Ton  pent  trouver  Tintegrale  generale  de  Tequaiion  de 
I'ordre  m-hl  p«|r  un  i^oyen  quelconqu^,  die  renferniera 
w-hi  consUntes  arbitraires -,  ijiais  c^s  constantes  seront 
liees  entre  elles  par  une  equation  que  Ton  obtiendra  en 
substituant  la  valeur  trouvee  de  y  dans  Fequation  proposee ; 
do  sorte  que  Ton  aura  seulcment  m  constanles  arbitraires, 
comme  cela  doit  6trc. 
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.       CHAPITRE  IIL 

INTliGRALES  SINGULIERES  DES   EQUATIONS   DU   PREMIER 

ORDRE,  DJ^DUITES  DE  l'iNT^QRALE  G^NlfeRALE  OV 

PE  l'^QUATION  DIFFERENTIELLE, 


97.  Soit 

I'integrale  g^nerale  d'uue  Equation  difTerentielle  du  premier 
ordre^  a  ^tant  la  constante  arbitraire,  qui,  eliminee  entre 
•  Tequation  (i)  et  sa  d^rivee 

(^^  d^^d^i='^ 

conduit  a  F^uation  diffc^rentielle  proposee.  II  s'agit  de 
savoir  si  cette  derniere  pout  admettre  des  solutions  qui  ne 
soient  pas  renfermees  dans  F integrate  g^nerale. 

Or  toute  equation  entre  x  el  y  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(3)  F(.r,^,  ^)  =  o^ 

(f  etant  une  certaine  fonction  de  x  et  y^  et  F  design  ant  la 
m6me  fonction  que  dans  Tequation  (i)  ou  Ton  a  remplace 
la  constante  a  par  la  fonction  f .  En  eflfet,  si  Ton  egalc 
F  (x>y^  ?)  ^  une  fonction  quelconque,  on  tirera  pour  q  une 
valeur  qui  rendra  cette  equation  identique.  On  peut  done 
supposer  que  T^quation  (3)  represente  une  solution  quel- 
conque  de  I'equation  proposee,  et  il  reste  a  voir  ce  que  doit 
fetre  pour  eel  a  la  fonction  y. 

En  differenliant  I'equation  (3),  on  trouve,  en  designahl 
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par  -7^  la  derivee  totale  cle,(p, 

,,.  dF      dF  dy       dF    rfep 

(^'  Z^'^d^dZ'^d^'dZ'^''' 

equation  dans  laquelle  on  pent  remeltre  la  valeur  y  tiree 

de  (3) ;  ce  qui  produit  le  m^me  effet  dans  les  deux  premiers 

termes  de  (4),  que  si  Ton  tirail  a  de  (i)  pour  le  reporter 

dy 
dans  (a).  Done,  pour  Tidehtile  des  valeurs  de  -^»  il  est  tie- 

cessaire  et  suffisant  que  la  substitution  de  (f  rende 

dF    d^ 
dff     dx 


J  etant  regarde  comme  la  fonction  de  x  cherchee;  ce  qui 
peat  avoir  lieu  de  plusieurs  mani^res. 

1°.  Si  -1^  =  o,  9  n'est  autre  cliose  qu'une  cons  tan  te,  et 

Tequaiion  (3)  coincide  avec  Tintegrale  generale. 

dF^ 

2".  Si  Ton  egale  a  zero  -~j  aprfes  la  substitution  de  la 

valeur  de  9  tiree  de  (3),  ce  qui  determine  la  valeur  cher- 
chee  dej^5  on  a  le  meine  resultat  que  si  Ton  determinait  o 

par  Tequation  -1  =  o,  et  qu'on  reportat  sa  valeur  dans  (3), 

D'ou  Ton  conclut  que,  quand  on  a  Tintegrale  generale 
dune  ^nation  difTerentielle  du  premier  ordre,  on  aura 
totttes  les  autres  int^grales  en  eliminant  la  constante  entre 
r^uation  integrate  et  sa  derivee  partielle  par  rapport  a  la 
constante,  egalee  a  zero  *,  ou  sa  derivee  partielle  par  rapport 
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hy^  egalee  a  I'infini.  Neanmoins  il  faudra  s' assurer  si  cha* 
cune  de  ccs  hypotheses  annule  reellemeD  t  le  premier  membre 

de  Fequalion  (5)  et  ne  le  rediiit  pas  a  -• 

II  sera  encore  n^cessaire  de  s'assurer  si  les  solutions  ainsi 
obtenues  ne  sont  pas  rcnferm^es  dans  I'integrale  generate. 
Dans  ce  cas  particulier,  on  aura  une  integrate  particuliere 
au  lieu  d'une  integrale  singuliere. 

98.  Sous  quelque  forme  qu  on  mette  requation  (i),  I'ap- 
plication  des  regies  precedentes  doit  necessairement  conduire 
aux  memes  solutions,  et  c'est  ce  que  Ton  peut  verifier  en 

observant  que  le  rapport  des  deux  derivees  partielles  —  > 

—  sera  toujours  le  meme,  apres  avoir  substitue  la  valeur 

dej^  tiree  de  F  :=  o,  quoique  chacune  de  ces  deux  derivees 
change  quand  on  transforme  Tequation  F  =  o.  l£n  effet,  si 
Ton  a  une  equation  quelconque  F  [x^j^  z,  u)  s=  o,  le  rap- 
port des  deux  derivees  partielles  du  premier  membre  par 
rapport  a  deux  des  variables,  m  et  ^  par  e^emple,  exprime 
toujours,  au  signe  pres,  la  derivee  de  Tune  des  variables  u 
et  z  par  rapport  a  I'aulre  \  et  par  consequent,  apres  Telimi- 
nation  de  I'une  des  deuxj  il  ne  depend  pas  dig  la  forme  sous 
laquelle  On  presenfe  P^quation  qui  les  lie. 

Aitisi,  lorsqu'une  transformation  de  Tequatlon  (i)  fera 


perdre  des  solutions  a  I'equation  —  :t=  o,  elle  les  fera  ac- 


querir  a  1  equation  —  =  o* 
Tfy 


99.  L'integrale  singuliere  a  une  liaison  geom^tri<][ue 
tris-remarquable  avec  l'integrale  generale.  En  eflfet,  en 
^liminant  a  entre  Tequation  (i)  et  sa  derivee  partielle  par 


INTEGRATION    I>ES    EQUATIONS    DltFERENTJELLES.        1 43 

lapport  a  a,  an  a  requalion  da  lieu  des  inierseclions  siic- 
cessires  des  courbes  representees  par  Teqaation  (i),  dans 
laquelle  on  fail  varier  a  d'une  mani^re  continue.  Done  Tin- 
tegrale  singuliire  represente  la  courbe  enveloppe  des  in- 
tegrales  parliculifereSi 

Reniarque,  —  Si  Tori  construit,  dVpres  Tequation  diffe- 
rentielle,  le  lieu  geom^trique  d'une  quelconque  de  scs  inte- 
grales,  comose  nous  TaTOns  iiidiqu^  prec<5deminent,  et  que 
Ton  choisisse  pour  Fordo nn^e  y^  celle  de  la  courbe  enve- 
loppe, correspondanle  a  Tabscisse  x^^    I'equalion  devra 

fournir  deux  valeurs  generales  de  — ->  correspondantes  Tune 

a  1' enveloppe,  Tautre  a  I'enveloppee,  et  qui  setont  ^gales, 
pour  le  point  commun  k  ces  deux  courbes.  La  construction 
indiquee  fournira  alors  les  deux  courbes.  11  y  a  toutefois 
une  exception  remarquable  k  eetle  proposition  :  elle  a  lieu 
lorsque  Tenveloppe  qui  represente  Tinlegrale  singuliire  est 
une  ligne  droile. 

En  effet,  si  Ton  part  d'fin  point  de  celte  droite,  deux  va- 
leurs de  -J-  sont  egales  en  ce  point,  et,  par  consequent,  les 

deux  valeors  correspondantes  de  dj  que  P equation  fera 
connaitre  seront  les  m&mes,  comme  cela  a  lieu  en  general  5 
mais,  dans  le  cas  actuel,  une  de  ces  valeurs  sera  rigoureu- 
sement  exacte,  et  ce  seta  celle  qui  Correspond  a  la  ligne 
droite  dont  Pequation  du  premier  degre  donne,  sans  rien  ne- 
gliger,  dy=pdx^  tandis  que  dans  tout  autre  cas  on  neglige 
unequantite  in  fin  i  men  t  petite  par  rapport  a  //^.  II  suit  de  la 
que  le  point  voisin  du  point  de  depart  appartient  rigoureu- 
sement  a  I'enveloppe,  et  qu'on  se  trouvc,  par  consequent, 
dans  les  m6mcs  conditions  qu'en  commencant.  On  voit  done 
que,  dans  ce  cas,  Tequation  differentielle  donnera  Tint^- 
grale  singuli^re  seulemcnt,  et  au(  une  des  integrales  parli- 
culi^res ;  et  il  est  clair  que  c'est  le  seul  cas  ou  cela  arrive  r 
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car,  si  le  second  point  n'etait  pas  rigoureusement  sur  Tenve^. 
loppe,  Tequation  ne  donnerait  pas  deux  valeurs  rigoureu- 
sement egales  pour  ^9  quand  on  y  subslituerait  les  coor- 

donnees  de  ce  point;  done,  a  la  valeur  suivante  de  x,  on 
trouverait  deux  points  au  lieu  d'un,  et  les  deux  lignes  exis- 
teraient  necessairement. 

100.  L'ifttegrale  siuguliere  pent  aussi  &tre  determinee  au 
moyen  de  I'equation  differenlielle  elle-m^me.  Soit  cetle 
equation 

(6)  /{x,j,y)=zo, 

dans  laquelle  y  represenle  — • 

La  representation  geometrique  de  la  solution  siuguliere 
etant  la  courbe  enveloppe  de  celles  qui  representent  les  in- 
tegrales  particuHeres,  celles-ci  se  coupent  generalement  les 
unes  les  autres;  el,  quand  elles  sont  infiniment  voisines,  le 
point  d'intersection  devient  un  point  de  contact  et  appar- 
tient  a  I'enveloppe.  Ainsi  Tequation  (6)  doit  generalement 
donner  pour  une  meme  valeur  de  x  et  y^  au  moins  deux 
valeurs  differentes  de  y'^  et  deux  de  ces  valeurs  doivent  de- 
venir  egales  quand  x  et  y  se  rapportent  a  un  point  de  Ten- 
veloppe,  ou,  en  d'autres  termes,  satisfont  a  I'equation  qui 
represente  la  solution  singuliere.  On  exprimera  done  que 
r equation  (6)  donne  deux  valeurs  egales  pour  y'^  ce  qui  se 

fera  en  posant  -j-,  =  o,  s\f[x^  fO^')  ^^^  ^^^  fonction  dont 

la  forme  soit  unique.  Si  sa  forme  etait  multiple,  on  pour- 
rait  la  reduire  a  etre  unique,  ce  qui  rentrerait  dans  le  pre- 
mier cas  :  on  pourrait  aussi  traiter  successivement  chacune 
des  equations  distincles  renfermees  dans  f(x^  y,  j^)  =  o, 
et  exprimer  qu  elles  donnent  des  valeurs  egales  dey\  ou 
bien  qu'une  valeur  de  y  tiree  de  Tune  est  egale  a  une  valeur 
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de^'liree  de  Taulie.  Si  par  exemple  r^quation  (6)  etait 
resolae  par  rapport  a  j^,  on  ne  pourrait  employer  que  le 
dernier  mojen  et  egaler  ces  valeurs  deux  a  deux.  Dans  tous 
les  ca5,  soil  ^  (x,  jr^  y')  =  o  uiie  equation  exprimant  que 
Teqaation  (6)  donne  deux  valeurs  egales  de  y\  la  solution 
singnliere  devra  satisfaire  a  ces  deux  equations,  et  par  con- 
sequent au  resultat  de  Telimination  dej^  entre  elles.  Ope- 
rant done  cetle  elimination,  on  aura  une  equation  entre 
x,  jqui  renfermera  la  solution  singulifere  si  elle  existe.  On 
verifiera  done  si  les  diverses  valeurs  de  j'  en  x  qu'elle  fournit 
satisfont  a  Tequation  (6J5  et  si  Ton  en  trouve,  qui  ne  rentrent 
pas  d'ailleurs  dans  Tintegrale  generale,  on  connaitra  la 
solution  singuliere. 

Soit  comme  exempt e 

;7)  7=-^/ -*-/(/')> 

/designant  une  fonction  qui  n'ait  qu'une  seule  valeur  pour 
une  m^me  valeur  de  j^.  Nous  aurons,  pour  condition  d'ega- 
lit^  de  deux  valeurs  de  jr\ 

(8)  x4-/'(y)  =  o, 

el  il  faudra  eliminer  j^  entre  ces  deux  equations.  II  reste  a 
verifier  que  I'equation  resultante  en  x,/  salisfera  a  la  pro- 
posee  (7).  En  efifet,  supposons  que  de  Tequation  (8)  on 
tire  j'  ==^^  (x),  et  qu'on  le  reporte  dans  Tequation  (7),  on 
aura 

(9)  r=^?W -+-/[?  (^)]- 

En  la  diflferentiant,  on  trouve 

n.  «o 
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et,  par  consequent,  Tequation  (9)  pourrait  s'ecrire  ainsi 


r  =  4M^} 


Elle  salisfait  done  k  Fequation  diff^renlielle  propos^e,  et 
elle  en  forme  la  solution  singuliere ;  caV^elle  ne  rentre  pas 
dans  I'integrale  g^n^rale,  que  nous  determinerons  plus  tard. 
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GHAPITRE  IV. 

INTEGRATION    DES   EQUATIONS   DJFF^RENTIELLES 
DU   PREMIER   ORDRE. 


iOi.  L'equation  la  plus  generale  du  premier  ordre,  et 
dans  laquelle  le  rapport  difFerentiel  -j-  ne  passe  pas  le  pre- 
mier degre,  peut  se  metlre  sous  la  forme 

qdr-f-^dx=:o,     ou     Q-^4-P=io, 

ax 

P  et  Q  etant  deux  fonctions  quelconques  de  x  el  j.  On 
pourra  toujours  y  appliquer  le  proc^d^  general  qui  con- 
siste  a  d^velopper  y  au  inpyen  du  theoreme  de  Taylor  ou 
de  Maclaurin.  II  arrive  quelquefois  que  la  serie  peut  elre 
sommee  \  quelquefois  aussi  elle  a  une  forme  tellement  com- 
pliqn^,  qu'on  ne  peut  pas  parvenir  a  la  redulre  a  une 
forme  finie.  Voici  quelques  eiCemples  dans  lesquels  ce  pro- 
ced©  s'applique  sans  difficulte. 
Soil 

ax 
En  la  diflerentiant  un  nombre  ludefini  de  fois,  on  trouve' 

^.„g  +  6.  =  o. 


1-  -1-  a ^  =  o. 

10. 
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Si  Von  fail  x  =  o  dans  toutes  c<?s  equations,  il  vient 

(1).=—  m.="^-  m.--- 
(^).=''^-«'-  (0).=-«'^-*-«»° 

d'ou 

\  1.2  1.2.3  / 

\i .2.3.4       I .2. . .5       I . • .6       ] 
ou 

fl*\  1.2  1.2.3  J 

ou,  en  observant  que  j© j-  pent  6tre  remplace  par  une 

constante  arbitraire  c, 

a*   \  1.2         1.2.3/ 

L'integrale  generale  etant  connue,  on  obtiendraii  Ics 
inlegrales  singuliires  par  la  methode  que  nous  avons  ex- 
posee  precMemment.  II  est  facile  de  voir  qu'il  n'en  existe 
pas  dans  le  cas  actuel. 

dr 
102.  Soit  encore  x  —  -^y  +  ax"*"  =  o,  m  etant  enticr 

et  posilif. 
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On  obtient,  par  la  difTerentiation, 
d^y  dr 

d^r  d*Y 


d'^-^y  d'r 

*  5i=^  "^  ('"■*" '^  "5?^ ■^'"('"~")-^- '''  =  *'' 

-7^  +  ('»  +  «)^^  =  o. 

n  etaBt  plus  grand  que  i . 

Si  Ton  fait  x  =  o,  jr  el  tous  les  coefficients  difierentiels 

deviennent  nuls  si  Ton  suppose  quMIs  ne  soient  pas  infinis, 

-  </*/  J      ^11         J     •  m(m  —  i)...2.i   a 

exceple  -^-^  dont  Ja  Yalear  devient ; 

^      dor  m  -h,i 

on  trouve  done  y  =  — 


m  +  I 

Cette  integrale  n'a  pas  de  constante  arbitraire  et  n'est 
pas,  par  consequent,  I'int^ale  generate.  Celle-ci  n'est 
done  pas  deyeloppable  suivant  les  puissances  enti&res  et 
positives  de  x,  Et,  en  effel,  si  Ton  int^re  par  les  methodes 
que  nous  ferons  con naltre  tout  a  Theure,  on  trouvera,  pour 
I'ini^grale  generate , 


/w-f-i 


La  solution  que  nous  avons  trouvee  est  done  une  inte- 
grale particuliere  correspondante  a  c  =  o . 
II  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  pas  d'integrale  singu- 

liere. 
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* 

Dcs  facleurs  propres  a  rendre  immediatement  integrable 
le premiermembre  de  V equation.  Integration  de I'egua* 
lion  lineaire, 

103.  Si  le  premiermembre  de  I'equation  Qrf7-hP^=  o 
etait  la  diflerendelle  d'une  fonction  de  x  et/,  il  serait  ne- 
cessaire  et  sufGsant  que  cette  fonction  fut  ^gale  a  une  con- 
stante  pour  que  T^quation  propos^e  fut  satisfaite.  La  con- 
dition pour  que  cette  circonslante  ait  lieu  est,  comme  nous 

Tavons  vu,  -^  =  — •  Si  elle  n'a  pas  lieu,  et  qu'en  multi- 
pliant  le  premier  membre  de  F^quation  par  une  fonc- 
tion 1^,  il  devienne  lajdifferenlielle  d'une  fonction  w,  celie 

equation  sera  equivalente  a-flf//  =  o,  et  sera  satisfaite, 

soit  en  faisant  du  =  o^  d'ou  m  =  c,  ce  qui  sera  I'inte- 
grale  g^n^rale,  c  etant  la   constante  arbitraire;  soit  en 

posant  -  =  o,  ce  qui  donnera  une  solution  singuli^re,  si 

elle  ne  rentre  pas  dans  la  precedente. 
Ainsi,  par  exemple,  I'equation 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  Ton  y  satisfait  en  posant,  soit  F  ( jr)  =  o,  soit  (|;  ( j )  =  o, 
soit  enfin 

ot  le  premier  membre  est  une  differentielle  exacte,  puis- 
que  les  xariables  sont  separees. 
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104.  On  peut  demontrer  qu'il  existe  loujours  un  fac- 
leur  f'  qui  rend  Qflfy  +  Pdx  differenlielle  exacte.  En  effet, 
il  est  demonlre  que  Tequation  propos^e  a  une  integrale 
renfermant  une  constante  arbitraire  c,  et  que  nous  reprd- 
senterons  par  F  (or,  y,  c)  =  05  et  Tequaiion  diflerentielle 
a  ^te  obtenue  n^cessairement  en  eliminaDt  c  entre  cetce 
derniere  et  celle  que  Ton  a  obtenue  en  la  diff^renliatit, 
apres  I'avoir  transformee  prealablement  d'une  maniire 
quelconque,  si  on  I'a  juge  con v enable.  Or,  quelque  forme 
qu^on  lui  ait  donn^e,  nous  avons  d^montre  pr^cedemment, 
qu^apres  I'^limination  de  c,  I'equation  a  laqnelle  on  sera 
parvenu  donnera  identiquement  en  x  ely  ]a  m^me  valeur 

Cela  pose,  coneevons  I'equation  F(a:,  y,  c)  =  o  mise 
sous  la  forme  9  (x^  y)  z=  c^  d'ou  -^  dx  -^  -p-  dj  =:  o-^  la 

valeur  de  -^  tir^e  de  cetle  Equation,  et  celle  que  donne 

Tequation  proposee  devant  ^tre  egales,  quels  que  soient  x 
et  J  (n°  94),  on  aura  identiquement 

d(f 

5~  q" 

dy 

Tirant  de  la  P  et  le  reportant  dans  Texpression  Q  dy-^Vdx^ 
on  obtient  . 

et,  par  consequent,  en  multipliat^t  la  proposee  par  --  --? , 
son  premier  membre  devient  une  differentielle  ^xacie.  On 


iSa  LIVRE    IV. 


1   d(f 

mier  membre  de  riniegrale  mise  sous  la  forme  y  =  c 


voit,  de  plus,  comment  le  facteur  u  =  ■--  -^  est  He  au  pre- 


105.  L'existence  du  facleur  i^  etant  demontr^e,  il  faut 
c^ercher  comment  il  est  possible  de  le  decouvrir. 

II  est  facile  de  former  Tequation  qui  doit  le  determiner, 
car  on  doit  avoir  Pidentite 


d^=zd--j     ou 
ax  ay 


0~  — P  — —     /^P        ^Q\ 
dx  dy  \dy         dx ) 


Si  i>  renferme  a  la  fois  x  et^,  cetle  equation  est  aux  dif- 
ferent! elles  partielles,  et  plus  difficile  a  integrer  que  la 
proposee.  II  faut  done  renoncer,  en  general,  a  la  determi- 
nation de  ce  facteur. 

Mais  si  v  ne  doit  renfermer  qu'une  variable,  x  par 
exemple,  il  est  facile  d'en  determiner  la  valeur.  En  effet, 

—  etant  nul,  I'^quation  precedente  deviant 
dx  \dy         dx  ) 


ou 

1    dv  I    /dP 

u  dx        Q  \  <^ 


,.._....       dq\ 


il  est  done  necessaire  que  les  coefficients  donnes  P  el  Q 

soient  tels,  que  1  expression  --  (  —  —  --^  j  soit  mdepen- 

dante  Aej, 

Lorsque  cette  condition  sera  remplie,  on  aura,  en  desi- 
gnant  par  y  [x)  Texpression  precedente, 

\  dv 
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d'oii 


le  coefBcient  c  etant  arbitraire,  et  disparaissaut  d'ailleurs 
de  lui-m6me. 

En  integrant,  par  les  precedes  relatifs  aux  differcntielles 
des  fonctions  de  deux  variables  indepeudantes,  on  irouve 

f      Ve^'.  dx+    I     q,dfz=zC. 

La  discussion  serai  I  la  m^me  pour  les  facteurs  indepen- 
danis  de  x, 

106.  Le  calcul  precedent  deviendrait  plus  simple  s'll 
s'agissait  de  I'equation  d^-f- Prfa:  =  o.  II  faudrait  alors 

que—  ful  independant  de  j^5  ce  qui  donnerait 

X  et  Xi  d^signant  des  fonctions  quelconques  de  x,  L'equa- 
tion  doit  done  fetre  de  la  forme 

fl[r-h(XjH-X.)rf;c=:0. 

En  multipliant  par  le  facteur  i^,  qui  devient  e        ', 


on  a 


d'ou 


fXdx  fXdx  fXdx 

e  dy  -^  ILye  cte  -f-  X,  ^  ^x  =  o ; 


f\dx  fXdx 

ye  -f-X,c  d/j:=:C, 

C  designant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  la 

y=:c  ^C— /X,^  dx)  , 

Telle  est  rinlegralc  generale  dc  V equation  lincairc  du  pre- 
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mier  ordre.  La  constante  arbitraire  provenant  ie  f\dx 
disparait  d'elle-m^me,  el  la  consiante  C  est  la  seule  qui 
enire  dans  la  valeur  de  y, 

Considerons,  com  me  application  tres-simple,  la  ques- 
tion suivante  qui  a  ^te  proposee  aux  gedmetres  par  M.  de 
Beaunc,  ami  de  Descartes. 

Troui^er  une  courbe  teller  que  la  sous-tangente  soit  a 
rordonnee,  comme  une  ligne  constante  est  h  Vordonnee 
de  celte  courbe,  diminuee  de  cellc  d*une  dt'oite  incUnee 
(Tun  demi-angle  droit  sur  taxe  des  x. 

En  prenant  I'origine  au  point  de  rencontre  de  cette  droite 
et  de  Taxe  des  jc,  elle  aura  pour  equation  x  =  y^  el  la  con- 
dition donnee  sera  representee  par  requation 

djr       r  —  X  dy 

a  etant  la  valeur  donnee  de  la  ligne  constante. 

Cette  equation  lin^aire,  integree  par  un  quelconque  des 
proc^des  que  nous  avons  indiques,  donne 

extant  une  constante  arbitraire. 

Si  main  tenant  on  prend  pour  axe  des  od  la  droite  donl 
Tequation  est  y  ==  jc  -f-  a ,  et  que  I'on  conserve  la  m^me  di- 
rection pour  Taxe  des  j',  on  aura 

y=Ce^y     d?  = -:=      et,  par  suite,     y  =iCe*'^'^. 

La  courbe  est  done  une  logarithmique  dont  les  ordon- 
nees  font  avec  I'axe  un  angle  ^gal  a  un  demi-angle  droit. 

•107.  Nous  avons  prouvequ  il  existe  dans  tous  les  cas  un 
facteur  propre  a  rendre  le  premier  membre  integrable. 
Voyons  s'il  n'en  existe  qu'un  seul. 
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Soil  i*  une  premiere  fonction  telle,  que  i^  (Q  rf^  -+-  Vdx) 
soil  U  differentielle  d'uDe  fonction  u  dexety;  il  estd^a- 
bord  evident  que  le  facteur  i^f  (u)  rendra  encore  le  premier 
membre  intdgrable  :  car,  puisque  i^  (Q^T  "+"  P^)  =  ^"^ 
on  aura  y(f  (u)  (Q^  H-  Prfwc)  =  (f  (u)  du^  ce  qui  est  la  dif- 
ferentielle  de/y  [u)  du. 

Soit  mainienant  V  une  autre  fonction  qiielconque  telle 
que  V(Qrf^H-P/i!r)  =:£/U,  U  designant  une  fonction  de 
X  el/.  On  en  deduit  I'identite 

V 

^   du  =  £/U. 

Or,  le  second  membre  etant  une  di£ferentielle  exacte,  le 
premier  qui  lui  est  identique  en  x  et  j'devraitaussi  en  ^tre 

une;  ce  qui  ne  saurait  ^tre  si  -  n'etait  pas  une  fonction  de 

la  fonction  u  seulement.  Ce  dernier  point,  qu'on  admet 
assez  ordinairement  comme  Evident,  a  cependant  besoin 
d'etre  plus  rigoureusement  etabli. 
II  s'agit  de  prouver  generalement  que  si  Ton  a  w  =  /(t,  y), 

Texpression  F  (x,  j)  rfii,  ou  F  (x,  y)  I  3"  ^-^  "^  3~  ^  I  ^® 

peut  ^tre  une  diflerenlielle  exacle  relalivement  aux  deux 
variables  x  ety^  si  ron  ntn  pas 

quelle  que  soit  d'aillcuis  k  foncUoo  ^^ 

En  eflet,  ^liminonsy  au  moyende  Tequation  u  =if(Xyjr)^ 
F  (x,  j^)  deviendra  une  fonction  de  u  el  x,  f  ( w,  x).  L'ex- 
pression  qui  elait  une  differentielle  exacte  relativement  a  x 
et  J- J  le  sera  relativement  a  x  et  u;  9  (w,  x)  du  sera  done 
une  difTerentielle  exacte  d'une  fonction  des  deux  variables 
independantes  x  et  ii;  maisr/x  n'enlrant  pas  dans  cettedif- 
ftrentielle,   son   coefficient,  ou  la  derivee  parlielle  de  la 
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fonction  par  rapport  a  a:,  est  done  nul  et  par  consequent 
cetle  fonction  est  ind^pendante  de  X]  d'ou  resulte  que 
(f(uyx)  ne renferme  que  m,  et  par  consequent,  que  F  (x,  j") 
est  une  fonction  de  u  ou  def(x,y)y 

Ainsi,  en  revenant  a  notre  question  particuli^re^  si  un 
facteur  i^  donne  au  premier  membre  la  forme  de  la  diffiS- 
rentielle  d'une  fonction  u  de  x,  y,  les  facteurs  qui  jouissent 
exclusivcment  de  la  m^me  propriete  seront  de  la  forme 
i^9  (li),  (f  designant  une  fonction  arbitraire. 

L'equation  proposee  devient  ainsi 

du  =  Of     ou     (f{u)du  =  Oy 

d*ou  Ton  deduit^galemeut  u  =  c^c  designant  une  constante 
arbitraire. 

Tons  ces  facteurs  conduisent  done  au  m6me  resultat^  et 
ils  ne  different  entre  eux  que  par  le  facteur  (f  (u)  qui  est 
bien  une  fonction  de  x,  jy  mais  qui  se  reduit  a  une  con- 
stante arbitraire  en  vertu  de  I'inlegrale  m  =:  c  On  voit  que, 
si  Ton  connaissait  deux  facteurs  diffi^rents  qui  rendissent 
le  premier  membre  de  I'equation  int^grable,  en  egalant  leur 
rapport  a  une  constanle  arbitraire,  on  obticndrait  I'inte- 
grale  generale. 
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CHAPITRE  V. 

integration  des  equations  homogenes,  et  de 

l'eqoation  line  aire,  par  la  siSparation 

des  variables. 


108.  On  parvient  quelquefois,  par  un  changement  de 
variables,  a  ramener  aux  quadratures  rintegration  de  Te- 
quationdonti^e,  c'est-a-dire  a  separerlesnouvelles  variables 
dans  Teqaation  iransformee. 

Consideronsd'abord  une  equation  homogene  quelconque 

Mete  -f-Nc?r  =  o> 

c'esl-a-dire  telle,  que  M  et  N  soient  des  fonctions  homo- 
gines  du  m^me  ordre  m  de  x^y.  On  sail  qu'une  fonction 
homogene  de  I'ordre  m  des  variables  x,j^5  2, . . .  est  celle 
qui  se  trouve  multipliee  par  le  facteur  g'"  quand  on  change 
respectivement  les  variables  en  gx^  gy,  gz^  etc. 

Posons  y  =  i/jc,  d'ou  dy  =  ndx  -I-  xdu, 

Les  fonctions  M  et  N  seront  egales  a  x"^  multiplie  par  des 
fonctions  de  u ;  et  I'equalion  divisce  par  x"*  prend  la  forme 


ou 


ou 


'¥{u)dx-\-f{u){udx  -h  xdu)  =  o, 
[F(a)  -\-uf{u)]dx-^xf[u)du  =  o, 
dx  f[  u)  du        


el  les  variables  sent  separees. 
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On  en  deduit 


0 -+-«/(«) 

d'ou 


=r  C«p(l«)=:C(p  f^j, 


9  designs nt  une  fonction  conuue. 

II  est  facile  de  reconnaitre  que  toutes  les  courbes  renfer- 
meesdans  cette  equation,  et  correspondantes  aux  di verses 
valeurs  de  la  constante  c,  sont  semblables  et  ont  I'origine 
pour  centre  de  similitude. 

En  eflfet,  si  Ton  m^ne  par  ce  point  une  secante  quel- 
conque,  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  ces  diffe- 
rentes  courbes  sont  enxre  elles  comme  les  valeurs  des  con- 

stantes  correspondantes,  puisque  le  rapport  -  estle  memc, 

les  distances  h  I'origine  sont  done  aussi  dans  le  rapport  de 
ces  con  stantes,  et,  par  consequent,  toutes  ces  courbes  sont 
semblables  et  ont  Vorigine  pour  centre  de  similitude. 

Le  premier  membre  est  devenu  une  differentielle  exacte, 
en  le  divisant  d'abord  par  x"*,  puis  par 

x{¥(u)^uf\u)],      ou     a:F(^)+r/(j)- 

Done,  en  somme,  il  a  ete  divis^  par  M.X  4-  N  j'. 

Ainsi,  le  facteur  propre  a  rendre  le  premier  membre  im- 

m^iatement  int^grable  est  — rr-*  Si M^  -4-  Nr/r  etait 

^  M  2r  4-  ^y 

une  difKrentielle  exacte, —-   et  i  seraient  deux  fac- 

Mx-I-Ny 

teurs  qui  rendraient  le  premier  membre  int^grable;  leur 
rapport  serait  done  egal  a  une  constante,  et  I'integralegen^ 
rale  serait,  par  consequent,  Mo:  H-  Nj^  =  c, 

109.  L'expression  — — ^  elant  une   differentielle 
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exacte,  la  condition  connue  condnit  a  Teqaation 
dM         dU  dJU  </N 

M  N 

Ainsi,  quelle  que  soil  la  fonction  hoinog^ne  M  de  Tordre 

dM  dM 

yt  .  dx  dy  r\  * 

TO,  1  expression — ^  est  constante.  Un  en  connai- 

Ira  la  valeur  en  prenant  la  fonction  particuliere  x"*^  et  Ton 
trouve  m.  Done  on  aura  generalemeiit 

el  Ton  retrouve  ainsi  le  theoreme  des  fonctions  homog^n<*s. 
HO.  Premier  exemple.  —  Soil 

[ax  -{-  by)dx  :=:z  (mx  -h  njf)dy. 
En  posant 

y  z=.  ux^      d*oii     dy  =  udx  -|-  xdu , 

iw         .  ,    dy       ax -\-by  J.     ,       ^ 

I  equation  proposee  -^  = deviendra 

*  ^     ^  dx       mx  4-  ny 

du       a -\- bu  du       a  -i-ib  —  m)u  —  nu^ 

aH-;r--= ; 9      ou     ar— =  i -^ , 

dx       m  -{-  nu  dx  m  ^  nu 


d'ou  Ton  lire 


dx  m  -h  nu 

—  ^ J r ;  du ; 

X        «  -h  (  o  —  ni)  u  —  /la' 


les  variables  elant  separees,  on  inlegrera  lesdeux  membrtis, 
cequi  n'ofTrira  aiicune  difficulie.  On  remplac^ra  ensuiie  /i 

par  -1  et  I'on  aura  Tinl^grale  gen^rale  de  Tequalioii  pro- 
pose. 
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Hi .   Deuxieme  exemple,  —  Soil 


xdy  — ydx  =  dx  yj;'  H-^'. 

Cette  equation  etant  encore  homogene  relativement  a  x 
el  y^  on  p6sera  y  =  wx,  et  Ton  obtiendra,  toute  reduction 
faile, 

J  ,      / :  dx  dit 

,     xdu  ==  //ar  y  I  H-  tt*,     ou     —  = 


integrant  les  deux  menibres,  et  designant  par  c  une  con- 
stante  arbilraire,  il  vient 


X 

'  c 
d'oii 


On  en  lire  successivement 

et  enfin 

112.  Troisieme  exemple.  —  On  peut  quelquefois,  par 
une  transformation  simple,  rendre  homogene  une  equation 
qui  ne  Test  pas.  Soil,  par  exemple, 

[a.T  -h  by  -^  m)  d.T,  ■=  [px  -\-  qy  -\-  n)  dy\ 

po^ir  faire  disparailre  les  termes  independants  de  x  et  j, 
soient 

.r  =  ar'  -4-  a ,     j  ==  j'  -f-  6 ,      d'oti     dx  =  dx\      dy  =  afj' , 
et  determinons  a  et  S  par  les  deux  conditions 

fla  +  A6-4-/;j  =  o,     pa  -i-  q^  -h/i  =  o, 
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qui  donnenl 

nb  —  mq  mp  —  na 

a  = 7- >     6= 7- » 

aq  —  hp  aq  —  hp 

et  wpposoDS  d'abord  que  I'on  u'ait  pas  aq^^bD  =  o,  L'e- 
quation  proposee  se  trouyera  ramenee  a  la  suivanle  : 

[a^  ♦  by')dx'  =  {px'-hqy)  riy, 

qui  est  homogene,  ei  qae  Von  integrera  comme  pYec^deih- 
menl;  puis  on  remplacera  a/  ei  y  par  x  — a,  y —  S. 
Mais  cette  transformation  serait  imgpssible  si  Ton  avail 
ag  —  bp  =1  o.  Dans  ce  cas,  T^quation  proposee  devient,  en 

rempla^ant  q  par  sa  valeur — j  * 

(ax  -h  by){adx^pdjr)  =  a[ndy  —  mdx). 

On  poscra  alors 

•  (Iz  — •  ctd.x 
ax-\-  bjr^  z,      d'oii     djr  '== j 

el  relimination  dey  donnera 

(an  -\'pz)dz 

adx  = -, 7-5 r—  \ 

an  -\-  mb -{-  (b  -hp)z' 

les  variables  eiant  separees,  le  probleme  est  ranienea  celui 
des  quadratures. 

Dans  le  cas  general,  on  aurait  encore  pu  rendre  Vequa- 
lion  homogene,  en  posant 

ax  +  bxH-  mzzzty     px-h  q)' -h  n=  u, 
d^ouTon  tire 

qdt^bdu         ,  adu — pdt  , 

dx  = 7 — 5      dy  = -— ^? 

aq  --  bp  aq  —  op 

CI  I'equation  proposee  se  trouve  iransformee  dans  la  sui-" 
vanle,  qui  est  homogene  :  -        *  • 

[pu  -I-  qf)  dt  =:(««  +  bt)  du. 
II.  •  ^'    • 
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113.  Prenons  pour  applicalion  geometrique  une  quastion 
qui  a  beaucoup  occupe  les  geomitres  h  Torigine  du  calcul 
integral,  et  qu'ils  appelaient  le  problkme  des  trajectoires . 
11  s'agit  da  irouver  une  courbe  qui  coupe,  sous  un  angle 
donne,  toutes  celles  qui  sont  ren&rm^es  dans  une  equation 
don  nee 

(li  .  F(j:,^,  «)  =  ©, 

dans  laquelle  le  parametre  a  pent  prendre  toutes  les  valenrs 
possibles.  « 

Si  Ton  designe  par  m  la  tangente  de  Tangle  donne,  par 
a/,  y  les  coordo^jnees  d'un  point  quelconque  du  lieu,  el 
par  a  Tangle  que  forme  avec  Taxe  des  X  la  tangente  a  la 
courbe  donnee,  on  devra  avoir 


(2)  .     m  = 


dP-  •""«« 


dy 

Or  Tcqualion  (i)  donne 


-tang« 


'H 

U' 


If 

tanga=-^5 
df 
T^ualion  (2)  deviendra  done 

^  '  \df     dx'  d£)     (ly  dx'     ii 

ct  comme  on  a  en  m&me  temps  » 

.  F(x',/,«)  =  o, 

AJ  on  elimine  a  entre  cette  Equation  ct  Teqiiation  (3),  on 
aura  une  equation  entre  les  coordonnees  d'un  point  quel- 
conque du  lieu.  .    ,     ■ 

Examinons  en  particulier  le  cas  ou  Tequatio^n  (i)  est  de 
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la  forme 

(4)  r  =  ^^y 

OB  aura 

^F  .      ^F 

etrequatioti  (3)  deviendra 

en  eliminant  a  entre  cette  ^uation  et  la  premi^re^   on 
obticnt 

(5)  m[,ix-^pr-^^nx-£^^pX=zo, 

equation  homogene  qu'on  integrera  sans  difficult^. 

I**.  Supposons,  par  exemple,  n=p=z  i,  Teqiiation  don- 
nee  (4)  devient 

r=ax, 

el  represente  toutes  les  droiles  qui  passent  par  Forigine. 
L!equalion  (5)  devient 

m  [xdx-^-ydx]  —  xdy^ydx  =  o. 

On  rebonnait   ici  que  le   premier    membre   devient  une 

ditTerentielle  exacte,  en  le  divisant  par  x'-f-y*.  On  aura 

done,  en  integrant, 

-  r 

m\[x^  -^y^y  —  arc  tang  -  ==  e. 

Si  Ton  passe  a  des  coordonnees  polaires,  en  posant 

x  =  rcos9,      /=rsin0, 
on  trouve 

d'ou 


11 , 


i64 

LIVRE    1? 

e 

Oil,  eii  faisanl  e'"  =  f/, 

0 

r=c'c    . 

On  obtient  ainsi  uiie  infinite  de  spi rales  logaiithniiques 
semblables,  ay  ant  le  m6me  point  asymptote. 

2^.  Supposons  /7i  =  00  ,  ce  qui  donne  des  Irajectoires 
orthogonales-,  Tequalion  (5)  se  reduit  k 

dy 

d*ou  Ton  lit'o 

nx"*'  -\-  py"^  =.  c, 

Suivaut  que  n  et  p  seront  de  m^mcs  signes  ou  de  signcs 
conlraires,  cette  equation  donnera  une  infinite  d'ellipses 
ou  d'hyperbolcs  semblables,  el  qui  seront  les  seules  courbes 
jouissant  de  la  propriele  de  coiiper  a  angle  droit  toutes  les 
parabolcs'ou  les  hyperboles  renfermees  dans  Tequation 

/^-"  =  axP. 

Si  Ton  a,  de  plus,  «  =  /^  =  i ,  la  trajecloire  a  pour  equa- 
tion 

ce  qui  donne  un  cercle  quelconque  ayant  pour  centre  le 

point  de  cone  ours  des  droites  representees  par  Tequation 

don nee 

y'=.ax. 

Si  /*  =  —  p  =  I J  les  courbes  donnees  ont  pour  equation 

j^  =  -?  et  sont  toutes  les  hyperboles  equilatferes  ayant  pour 

asymptotes  les  axes  de  coordonnees.  Les  irajectoires  cot 
poflir  equation  generale  x*  — J*  =  Cy  et  sont  toutes  les  hy- 
perboles equila tires  ayant  pour  asymptotes  les  bissectrices 
des  angles  des  asymptotes  des  premieres. 
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il4.  tlquation  Uneaire.  —  On  peut  encore,  par  un 
ch^ngi^ement  de  variables,  integrer  I'equalion  lineaire  du 
premier  ordre 

rf;^-HXr^-|-Xi^=  o. 

Soil  y  =z  uz\  u  el  z  etaiit  des  fonctions  de  x  indetermi- 
nees,  on  aura  dj'=udz  ■+-  zdu,  el  en  substituant, 

udi  4-  zdu  H-  X  uzdx  4-  X|  dlr  =  o. 

On  peut  determiner  d'abord  u  d'apres  la  condition 
dtf-f-XiiJlr^spo,  et  ilen  resultera  udz -h^idx^o.  Or  les 
variables  se   separent  dans  Favant-deraiere,  en  divisant 

par  u]  ce  qui  donne 1-  Xdx  =  0. 

En  integrant^  il  vietit  Ipgi/  -H/X^ir  =  o^  la  constante 
arbitraire  etant  comprise  dans  Tintegrale  indefinie. 

—fdx 

On  tire  de  la  11  =  e  5  substituant  dans  Tequation 

udz  4r-  Xi  r/j:r=:  o,  il  vient 

-fXdx  ^  ^      fXdx 

e  fife -f^  Xi  dlr  =  o,     d'ou     z^ — yXiC  ^H-C, 

C  etant  la  constante  arbitraire  relative  a  la  nouvelle  inte- 
grale,.qui  sera  prise  a  partir  de  telle  limite  que  Ton  voudra. 
On  aura  ainsi 

La  constante  arbitraire  de  fKdx  disparait  d'elle-meme 
de  cette expression,  et  il  n'en  resle  qu'une,  comme  cela  doit 
^ire.  On  retrouve  aiosi  I'integrale  deja  donnee  par  une 
autre  methods 

115.  £(juation  de  Bernoulli.  —  On  peut  ramener  a  1  e- 
quation  lineaire  la  suiv£^nte,  qui  a  ^te  traitee  d'abofd  par 
Jacques  Bernoulli : 
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Si  Ton  pose  « 

1                                               I 
—  I » 

z=y-'*y    d*ou    y  =  z     ",  et,  par  suite,  dx=: z     "        dz^ 

•  n 

on  trouve,  en  substituant  dans  la  proposee  et  redujsant, 

dz — /iX»/a:-h /tX,rfa:  =  o, 

equation  lineaire  dont  Tinlegrale  est,  d'apr^s  la  formule 
prec^denle, 

z  =  e  \C  —  njAye  /=  — 

La  valeur  dey  s'en  deduit  immediatement. 

Oi^  peut  arriyer  au  m^me  resultat  par  line  autre  transfor- 
mation, deja  emplbyee  pour  reqiiation  lineaire. 

Soit  y  =  uz]  Tequation  proposee  devient 

udz  -f-  tdii  -+-  X  uidx  =  X,  a"+*  z"*^'  dx , 
et  peut  56  partager  dans  les  deux  suivantes :    • 

dz  -h  Xzdja  =  o ,  d^=X^  w"-^'  z"da:; 
d'ou  Ton  tire 

— /X<iF  /     Z*^         -^nfXdx  \ 

z=z  e  ,     M-"  =  —  '^  (    /      ^' ^  r/j:  -f  C  j» 

Tint^grale  fXdx  ^tant  indefinie.  On  en  deduit 


,  nfXdx/     n'  -^nfXdx 

—  =  —  ne  ^ 


La  constante  introduite  paryXcte  disparait  evidemment, 
de  sorte  qu'on  peut  prendre  cette  integrals  a  parti r  d'une 
valeur  quelconque^j^  neconliendra  done  que  la  seule  con- 
stante C. 

Remarque.  —  On  peut  quelquefois  determiner  Tinte- 
grale  generale  d'unc  equation  du  premier  ordre,  dont  on 
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connait  une  integrale  particuliere,  au  moyen  d*uue  trans- 
formation tris-simple,  employee  par  Culer. 
Soil,  par  example, 

Cetle  equation  a  de  plus  que  la  precedente  le  terme  X^  dx-^ 
mais  I'exposant  /f  + 1  a  la  valeur  particuliere  2.  Supposons 
que  z  soit  une  fonction  de  x  qui  satisfasse  a  cette  equation 
sans  renferfkier  de  constante  arbitraire,  et  posons  7= 2  -f-  m, 
u  etant  une  fonction  inconnue  de  x.  En  ayant  egard  a  Te- 
quation 

dz  4-  Hzda:  ==  X,  2^  ^/or  -+-  Xj  dLc , 

qui  a  lieu  par  hypothese,  il  restera 

r/a  -h  (X  —  2  zX, )  udx  =  X|  a'  dx. 

Celte  equationjetant  renfermee  dans  celle  qui  vient  d'etre 
inlegr^e,  ou  en  tirera  la  valeur  Je  m,  avec  une  constante 
arbitraire,  et  Ton  connaitra,  par  suite,  la  valeur  generate 
dej. 

Si  Ton  n^avait  pas  ra  +  i  =  2,  la  m&me  substitution 
ferait  encore  disparaitre  Xjdx,  mais  clle  intrdduirait  do 
nouvelles  puissances  de  y  qui  ne  permettraieut  plus  d*in- 
legrer  la  tranformee,     • 
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CHAPITHE  VI, 

EQUATIONS   DU    PREMfER   ORDRE,    DANS   LESQUELLES 

LA   d6r1VE;E   ENTRE   a    UN    DEGRE    SUP^RlEtJR 

AU    PREMIER. 


116.  Si  Tequalion  renferme  ^  a  des  puissances  supe^- 

rieures  a  la  premiere,  et  qu'elle  puisse  ^tre  r^solue  par  rap- 
port a  cette  quantite,  on  aura  ainsi  plusieurs  equations  de  la 
forme  Prfx  4-  Qrfy  =  o  que  Ton  tachera  d'integrer.  Soient 
?  (x,y,  c)  =  o,  cpi  {x^J'i  cf")  =  o,  etc.,  ces  diverses  inie- 
grales  d«^ns  lesquelles  c,  c', . . .,  designent  des  constantes 
arbitraires  \  toutes  les  sQ]utions  de  I'^qualioa  proposee  se- 
ronl  rei^fermees  dans  la  suivante  :  , 

On  pourr^  effectuer  les  calculs  en  considerant  la  constanle 
c  comiAe  la  mSme  dai^s  les  differents  facteurs  •,  car,  conune 
ils  nedoivent  etreegales  a  zero  que  sepai;emci^t,  on  n'altere 
en  rien  les  solutions  en  representaiyt  les  constantes  par  la 
m6me  lettre. 

Soit,  par  exemple^ 

on  aura  les  deux  integrales 

J  =  <j.r  -+-  r,     J  =  —  rtjc  -h  r', 

et  Tintegiale  complete  sera 

(/  —  rtx  4-  c) ,  (/  H-  flfx  —  c')  =  0-, 
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ou,  qe  qai  est  plus  simple,  saus  etie  moins  general, 

(/  — flx  -^r)(j4-flJ^  —  c)  =  o,     ou     (jr  —  c)^  —  rt»jt*  =  Q. 

Sqpposons  plus  generalement 


m- 


et  soil  a  une  racine  quelconque  de  requation  F  (2)  =  o  5  o» 
satisfera  a  la  proposee  en  posant 

djr  Y  ^c  ■ 

dx  X 

On  a  done,  pour  une  integrate  quelconque, 

ct,  par  consequent,  cette  derniere  equation  est  Tintegralo 
complete  de  la  proposee. 

117.  Soit  maintenant  une  equation  differentielle  de  degrd 
quelconque^  homogdne  par  rapport  a  x^  y^ 


On 


posera 


s=- 

dou 

dy  =:  xdu  -h  lidxy 

et 

dr                    du 

J-^U-^-X-y^* 
dx                     dx 

La  proposee  dcyient  alnsl 

(  flfX"       ^,    xf  du\-~'  .,    , 
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et  il  en  resulte  m  valeurs  de  u-\-  x  -r-  en  fouction  de  1/. 

d.r 

Pour  chacune  d'elles  on  aura  une  equation  de  la  forme 

du  ,    . 

d'ou  Ton  tire 

dx  du 

X        ?  ( « )  —  « 

e(  les  variables  sont  separees. 

H8,  Lorsque  I'equation  lie  peut  etre  resolue  par  rapport 
a  -£^5  et  qu'elle  peut  I'^lre  par  rapport  a  y  ou  x^  on  a  a 
considerer  I'une  des  deux  formes  generales 

dy 

p  designant  le  rapport  differentiel—*  Dans  Tun  et  Tautre 

cas,  la  differentiation  conduit  a  une  equation  du  premier 
ordre  enlre  deux  variables  p  et  x,  ou  p  eiy.  Si  Ton  peut  en 
irouver  une  integrale  premiere  dans  laquelle  ne  rentre  pas 
!a  proposee,  on  eliipinera  p  entre  elle  et  Tequation  propo- 
sie,  et  I'on  aura  I'integrale  generale  cherchee.  Ce  procede 
conduit  h  une  simple  quadrature  lorsque  le  second  membre 
ne  contient  que  la  variable  p, 

119.  Si  Tequation  a  la  forme 

j=:xF{p)^/{p), 

ia  differentiation  donne 

pdx  =  F  (p)  dx  -H  x F'  (p)  dp  +/'  (p)  dp. 

Gette  equation,  etani  du  second  ordre,  a  deux  integralesdu 
premier  :  Tune,  qui  coi'nciderait  avec  la  proposee  augiAen- 
lee  d'une  constantc,  Taulre,  que  Ton  obtiendra  par  de 
simples  quadratures,  en  observant  que  ce'ttc  equation  est 
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lineaire  par  rapport  k  x  ei  dx.  Eliminant  p  entre  celte  in- 
tegrale  et  requation  donnee,  on  aura  Tintegrale  generate, 
et  ]'on  en  deduira  les  integrales  singulieres  d'apres.la  theo- 
rie  expos^eprecedemmeni. 

V 

120.  Dans  le  cas  particulier  ou  F  (p)=py  on  a. 

X=px-\-/{py, 
en  differentiant,  il  vient 

o=[x-hr(p)]dp, 

equation  a  laquelle  on  satisfait  dedeux  manieres. 

Si  Ton  pose  dp  =  o,  il  vient y^  =  c,  et  eliminant/^,  on  a 
pour  Fintegrale  generale 

Si  I'ou  pose  X  H-/'  (p)  =  o,  et  que  Ton  elioiine  p  entre 
cette  equation  et  la  proposee,  on  aura  rintegralesinguliire^ 
car  la  yaleur  de  p  tiree  .de  la  derniere  equation  sera  une 
fonction  de  x,  et  Telimination  conduira  au  mfeme  resultat 
qu'en  substituant  celte  fonction  de  a:  a  c  dans  Tintegrale 
generale  :  la  solution  qu'on  obtient  ne  resulte  done  pas 
d'une  valeur  parlicuHere  altribuee  a  la  constante. 

On  voit  d'ailleurs  qu'eliminer  p  entre  x  -I-/'  (p)  =  o  et 
y  =  px-\-f[p)  revient  a  eliniiner  c  entre 

ar-h/'(c)  =  o     et     ^=c^H-/'(c); 

etcomme  x-\-f'  [c)  est  la  derivee  de  cx+f[c)^  par  rap- 
port a  c,  on  parviendra  a  la  solution  singuliere  de  Tequa- 
tion  dont  y  =.cx  -^f(c)  est  I'integrale  generale. 

121 .  Nous  allons  appliquer  a  la  resoluvion  de  quelquts 
questions  geomdtriques  le  procede  que  nous  venous  de  faire 
ronnailre. 
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Soit  propose  de  troui^er  itne  courbe  telle^  que  le  produit 
dqs  perpendiculaires  abaissees  de  deux  points  fixes  sur  une 
quelconque  de  ses  tangentes  soit  constant, 

Designons  par  ^  c  la  distance  de  ses  deux  points,  et  par 
A*  le  produit  des  perpendiculaires  5  prenons  pour  origine 
le  milieu  entre  les  deux  points  donnas,  et  pour  axe  des  x  la 
droite  qui  les  joint  :  la  condition  donnee  conduira  imme- 
diatement  a  I'equation 

i-hp'        "^  ' 

le  signe  superieur  correspondant  au  cas  ou  les  deux  points 
spnt  d'un  m^me  c6te  de  la  tangente,  et  le  signe  inferieur, 
a  celui  ouils  sont  de  c6tes  differents.  On  lire  de  celte  equa- 
tion 

(i)  y=P'^  4-  v^(c'  ±  b')p';±:b^', 

ce  qui  est  un  cas  particulier  de  Tequatioa 

^  Hai  suivant  la  marche  indiquee  generalement,  on  Irouvo 

A  A  ^  r       p{c'±b')    1 

(2)  ifplx-h-T^     '  ^      =       =0; 

L         ^{c'±b')p'±b'] 

posant  rf/;  =  o,  d'oii  p  =  a^  ex.  designant  une  constante 
arbitraire,  puis  eliminant  p  entre  cette  derniere  equation 
et  Tequation  (i),  on  aura  Tintegrale  generale 

;       J  =  ax  -h  ^{c'±:b')ci'±b\ 

qui  represente  une  infinite  de  droites,  tangentes  a  la  courbe 
ay  ant  pour  equation 

i[3)  .     (c'±:b')y'±:b'x'  =  ±(c^-±l')b'; 

d'ou  Ton  pent  deja  conclure  que  cetlc  courbe  est  la  solution 
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siiigoliere,  puisiju'elle  est  Tenveloppe  des  in U*g rales  parli- 
cultures. 

Dans  le  cas  ou  Fon  prend  les  signessupericurs,  elle  uVst 
autre  chose  qa'nne  ellipse  dont  les  foyers  soul  les  deux 
points  donBes,*et  dont  le  petit  axe  est  egal  a  ^  i.  Si  Ton 
prend  les  signes  inferieurs,  les  deux  points  etaut  de  cotes 
(liiTerents  de  la  tangente,  les  perpendicul aires  sent  respcc- 
tivcnient  moindres  que  les  segments  de  la  droite  egale  c\  a  c, 
d'ou  resulte  c  }>  &.  La  courbe  est  done  alors  uue  hyperbole 
ayant  pour  foyers  les  deux  points  donues,  et  pour  axe  ima* 
£;inaire  2  b. 

Le  second  facteur  dc  Tequation  (2)  doit  aussi  donner  la 
solution  singuliere,  comme  cela  a  ele  demontre  generale- 
menl.  En  Tegalant  a  zero,  on  a 

4  x-f-    ,     ^^  '  =  O. 

Eliminant  p  en t re  les  equations  (i)  et  (4),  on  relrouvei 
Tequation  (3),  commeccla  devaitetre. 

Dans  cette  question,  la  courbe  que  Ton  avait  en  vuc  de 
determiner  est  donnec,  noii  par  Tintegrale  generale,  mais 
par  la  solution  dinguliire ;  ce  qui  montre  que  cette  derniire 
doit  toujours  fetre  cherchee  avec  le  ra^me  soin  que  la  pre- 
miere. 

122.  On  dqnne  deux  paralleles,  et  sur  chacunc  tVelles 
un  point  fixe;  et  Voh  deniande  r equation  de  la  courbe 
telle,  quen  lui  menant  une  tangente  quelconque^  les  seg- 
ments determines  sur  chaque  parallile  entre  le  point ^xe 
et  le  point  de  rencontre  as^ec  la  tangente  donnent  un  pro- 
duit  constant  i*. 

Soil  2  a  la  droile  qui  joint  les  deux  points  fixes  5  prenons 
Torigine  en  son  milieu,  Taxe  des  x  suivant  sa  direction, 'Cl 
Taxedes  ^parallele  aux  deux  lignes  donnces. 
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La  condition  donnee  fournit  Tequation 

Le  signe  ■+•  du  second  membre  se  rapporle  au  cas  ou  les 
•deux  segments  seraient  d'un  meme  c6te  de  i'axe  des  .r,  et 
le  signe  —  au  cas  ou  ils  seraient  de  c6tes  differents. 
On  lire  de  cette  equation 

jr  :r=  px  -]-  ya^p"^  ±  ^% 
d'oii,  en  differentiant, 


^  (,j;  ^         ^'Z'         \  _ 


On  aura  Tintegrale  generate  en  posant 

—  =  o ,     d  ou     /?  =.  a, 

a  designant  une  constante  arbiiraire,  et  substituant  a  k  p 
dans  Tequation  differentielle  de  la  courtej  ce  qui  donne 

On  aura  la  solution  singulifere  en  eliminant;;  entre  Tequa^ 
tion  difftreniielle  de  la  courbe  etla  suivante  ; 

a^p 


^a^p^±b^ 
Ce  calcul  conduit  a  I'eqnation 

qui  represente  uue  ellipse  ou  une  hyperbole,  rapport^e  a 
un  syslimede  diam^tres  conjugues,  suivant  que  Ton  prend 
les  signes  superieurs  ou  les  signes  inferieurs. 

L'integrale  generale  represente  toutes  les  tangentes  a 
Tune  ou  a  Tautre  de  ces  deux  courbes. 


I 
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123.  Proposons-uous  encore  de  delerminer  la  courbe 
telle,  que  la  pariie  de  chacune  de  ses  iangentes,  inter* 
ceptee  entre  deux  droiles  reciangulaires,  soii  egale  a  une 
(fuantite  donnee  a. 

£nprenantles|leiixdroitesrectaDgalaires  pour  aices  de 
coordonnees,  on  estcondnil  a  Tequation 

ap 

\fi-hp- 

le  radical  comportant  le  double  signc.  On  trouve,  en  la  dif- 
ferentiant, 


L^integrale  generale  sera,  en  designant  par  c  une  conslanle 
arbitral  re, 


nc 

r=icx-{- 


•  ? 


on  obliendra  la  solution  singuliere  en  eliminant  p  en  ire  Te- 
quation  differenlielle  de  la  courbe  et  la  suivante  : 


==o. 


On  tirera  d'abord 

(|ui,  remis  dans  Fa  premiere,  donne  * 

lirant  de  la  la  valeur  de/?,  et  la  substiluant  dans  la  prece- 
dente,  on  parvient  a  I'equation 

L  1  1 

Jonlla  discussion  est  tris-facilc. 
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Nous  allons  demontrer  maiiitenaDt  que  cetle  courbe  n'esl 
autre  que  repicycloide  qui  serai  I  engendree  par  un  point 

d\m  cercle  ay  ant  pour  rayon  j  et  roulant  interieurcment 

sur  un  cercle  de  rayon  a, . 

En  effet,  soit  OB  [^fig*  5)  un  rayon  quelconque  d'un 
cercle  ayant  pour  rayon  a\  decrivons  un  cercle  qui  ait  pour 
diametre  BC,  moilie  de  OB,  et  prenons  Fare  BM  egal  a 
Tare  BA,  A  etant  un  point  fixe  du  premier  cercle  :  le  point 
M  appartiendra  a  I'epicycloide  en  question^  et  il  s^agit  de 
prouver  que  la  partie  de  sa  tangente  au  point  quelconque 
M,  qui  sera  comprise  dans  Tangle  droit  YOX,  est^gale  a  a. 

Or,  la  normale  a  celte  courbe  etant  BM,  la  tangente  sera 
MC,  et  il.faut  prouver  que  Ton  a  LN  =  a. 

Bemarquons  pour  cela  que,  d'apres  la  theorie  de  la  me- 
sure  des  angles,  et  la  condition  AB=BM,  I'angle  BCM 
est  double  de  NOC,  et  par  consequent  NOC  =  CNO ;  d'ou 
CN  =  CO. 

On  prouverait  de  meme  que  Tangle  LCB  est  double  de 
LOG,  et  que,  par  consequent,  LOG  =  OLG,  d'ou  LG  =  OG 
et,  par  consequent,  LN  =  a  ^  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

124.  iquation  differentielle  de  la  dev^eloppante  du 
cercle.  Son  integration,  —  Designant  par  «,  6  les  coor- 
donnees  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  quelconque, 
et  par  x,  y ,  celles  du  point  correspondant  de  sa  develop- 
pante,  on  aura  les  deux  equations 

dy  doL        doL        a  —  a: 

d.7:  d^        d^        6  — y 

Dans  le  cas  ou  la  premiere  courbe  est  un  cercle,  on  a 

a'  +  6»  =  a\ 

et  on  aura  Tequation  de  sa  developpante  en  eliminant  a  et  6 
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eutre  ces  Irois  equations.  La  derniere  donne 


qui,  combinee  avec  la  seconde,  donne 
oix  4-  6j^  =r  a*. 
La  premiere  devient 

e=  a— 5 

et  Felimination  de  0c  ct  o  conduil  facilenient  a  Feqiialion  du 
second  degre 

(1)  (^rfr4-^r(r)==:«»(r/x»  +  rfjr»), 

qui,  resolue  par  rapport  a  j^  pourrait  ^tre  irailee  par  la 
melhode  precedemment  ludiquee;  calcul  que  nous  n'effec- 
tuerons  pas.  On  en  deduit  d'abord  une  relation  trc^s-simplc 
entre  Tare  s  et  le  rayon  vecleur  r  mene  du  centre.  En  eflet, 
puisque  x*  -Hj*  =  '''3  on  a 

de  plus 

(W^  -^dy^zzz  ds^  ; 

on  obtient  done  immedialement 

rdr  =r  ads , 

equation  que  Ton  trouve  directemcnt  par  la  figure;  d'ou 

resulle 

r'  =  2  af  -h  C 

Si  Ton  fait  comraencer  les  arcs  a  partir  dc  la  naissance  de 
la  developpante,  on  aura  r  =  a  pour  5  =  0:  done 

Czrfl*     et     r»  =  2aJ4-a'. 

On  obtient  une  autre  formule  simple  entre  Tare  de  la  deve- 
n.  I  a 
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loppante  ei  son  rayon  die  courbure  p,  qui  n'esl  autre  chose 
que  Tare  correspondani  du  cercle.  En  effet,  on  a  un  triangle 
rectangle  forme  par  le  rayon  vecteur  de  la  developpanle,  la 
tangente  au  cercle,  qui  est  le  rayon  de  courbure,  et  le  rayon 
du  cercle,  d'ou  resulte 

et,  par  suite, 

p'rrr  a  as, 

Maintenant,  pour  integrer  Tequation  (i),  nous  la  trans- 
formerons  en  coordonnees  polaires;  elle  devient  alors 

d'ou  Ton  tire 

dr  Jr^  —  a* 

</e=r i *, 

ar 

et,  en  integrant, 

e— -  i/r*  —  £i»  +  arc  sin  -•+-€; 
a  r 

faisant  commencer  les  angles  au  rayon  vecteur  ^gal  ii  u, 
on  a 


C  =  — -     et     9  =  -I.v/H~fl» 


a 
arc  cos  -> 

r 


equation  que  Ton  trouve  a  la  seule  inspection  de  la  figure. 

On  en  pent  deduire  Fequation  entre  x  et  y  en  la  mettant 

d'abord  sous  la  forme 

a        I    I 

0  rt-  arc  cos  -  =  -  vx'  +  y»  —  a% 
r       a^  '^ 

puis  prenant  successivement  le  sinus  et  le  cosinus  des  deux 
membres*,  on  obtient  ainsi 


- smO  -f-  cosO  1/  I' -==  sm  -  yur'  4*/'  —  aS 

«       /^        •   A .  /        ^  1    / 

-COS0  — smO  4  /  I j-=cos- v*'-H^*  —  «*• 
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Multipliant  ]a  premiere  par  sinO,  la  seconde  par  cos0,  et 
ajoutant,  on  trouve  -  pour  premier  membre,  el  multipliant 
par  r,  on  obtient 

JTCOS  -  ^x'-hx^  —  «'  H-  ^si"  -  ^x^-4-j'  — a'  =  a , 
a  a 

equation  que  I'on  trouverait  directement,  comme  nous  I'a- 
vons  deja  dil,  n°  84,  en  projetant  Tabscisse  et  I'ordonnee 
sar  le  rayon  mene  au  point  de  contact  du  cercle  el  de  la  tan- 
gen  te  mobile. 


12. 
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CHAPITRE  VII. 

Equations  differentielles  totales. 


125.  La  premiere  question  que  nous  avons  traitcc  dans 
le  calcul  inlegi  al  a  eu  pour  objet  de  trouver  une  fonclion 
d'une  seule  variable,  lorsqu'on  connait  I'expression  de  sa 
differentielle  au  raoyen  de  cetle  variable  seulement.  Nous 
avons  considere  ensuite  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
independantes,  et  nous  nous  sommes  propose  de  les  deter- 
miner, connaissant  Pexpression  deleur  differentielle  totale, 
ou,  en  d'aulres  termes,  de  toutes  leurs  derivees  partielles 
du  premier  ordre.  Rcvenant  ensuite  au  premier  probleme, 
nous  Favons  etendu  au  cas  ou  la  diflerentielle  par  rapport 
a  la  variable  independante  unique  renfermait  dans  son  ex- 
pression la  fonction  elle-merae  mel^e  avec  la  variable  inde- 
pendante :  c'est  ce  qui  constitue  Tintegration  des  ^nations 
differentielles  a  deux  variables.   Nous  allons  main  tenant 
^tendre  do  la  m6me  manierc  le  second  probleme,  et  sup- 
poser  que  la  differentielle  totale  de  la  fonction  inconnue  de 
plusieurs   variables  independantes    renferm.e   la  fonction 
m^l^e  avec  ces  variables.  Les  equations  qui  donnent  une 
pareille  expression  a  la  differentielle  de  la  fonction  chercbee, 
se  nomment  equations  differentielles  totales.  Nous  nous 
bornerons  a  eel  les  qui  renferment  irois  variables. 
Leur  forme  la  plus  generale  est 

(iX    P^Zr  +  Qrfr+Rt/^sro,      ou     dx^-^^dy^^dz; 
X  sera  considere  comme  la  fonclion  des  variables  indepen- 


l^TtGKkllOU    DES    EQClTf03k5    DIFFtRESTIELLES.        l8l 

dailies  r 9  2;  el  la  diderenlielle  lolale  de  x  rcDfermera  a  la 
fois  celle  fonclion  el  les  variables  independaales  ;  P,  Q,  R 
etanl  des  foDcUoiis  quelconques  dc  x,  jr^  z. 
Si  l^on  connaissail  la  Talear  de  x  en  j^  el  z,  eo  la  remet- 

O  R 

tanl  dans  ces  irois  fonclions,  —  ~  el  —  —  seraienl  idenli- 

'        P  P 

quemenl  les  derivees  parlielles  de  x  par  rapport  a  y  el  z. 
Done  d'abord,  si  Ton  clierclie  la  fonclion  la  plus  generalc 
de  jr  qui  satisfasse  a  la  condilion  que  sa  demee,  par  rap- 
port a  jTy  soil  —  —92  elan  I  considere  commc  unc  conslanie, 

la  yaleur  chercliee  de  x  sera  renfermee  dans  celle  que  Ton 
aura  ainsi  delerminee;  el  il  ne  restera  plus  qu'a  Fassujellir 
a  satisfaire  a  la  seconde  condilion. 

II  faul  done  d'abord  inlegrer  Tequation  —  =  — ^j  ou 

PrfrH-Qrfj  =  o, 

dans  laquelle  z  est  unc  constante.  Ce  probleme  rcntre  dans 
la  th^orie  precedente;  et,  en  le  supposanl  resolu,  on  aura 
una  equation  U  =  o  entre  x,  y,  z,  C;  C  designant  une 
quanlile  arbitraire,  independanle  de  x,  /,  mais  qui  pent 
reofermer  z  d'une  maniere  quelconque^  el  il  s'agit  main- 
tenanl  de  determiner  C,  sMl  est  possible,  de  maniere  que 
laderivee  partielle  de  x,  par  rapport  a  z,  soil  ideniique- 

ment  —  ->  au  moius,  lorsqu'on  aura  substltue  a  x  sa  valeur 

liree  de  U  =  o. 

Differenliant   Tequalion  U  =  o,  en  traitant  y  commc 
constant,  il  vient 


dV      dV 
dz         dx 


\dz]'^  dO.   dz  ""^' 


dx  R         .         , 

el  substituant  a  -^  la  valeur  — -  qu'il  doit  avoir,  il  sera 
dz  P  ^ 
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necessaire  et  suffisant  de  satisfaire  a  requation 
dV      R  dV      dV  dC 


(2) 


dz        P   dx       dC    dz 


dans  laquelle  x  est  cense  remplace  par  sa  valeur. 

Mais,  comme  C  ne  doit  pas  renfermer^^  il  est  neces- 
saire que  la  substitution  de  x  dans  cette  equation  en  fasse 
disparaitre  y.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  le  problime  est  impossi- 
ble 5  et  si  cela  a  lieu,  on  a  une  equation  difTerentielle  du  pre- 
mier ordre  entre  C  et  z.  Son  integraie  generate  renfwmera 
una  constante  arbitraire;  et  reportant  la  valeur  de  G,  qu'on 
en  deduira,  dans  lequalion  U  =3  o,  on  ^vira  FequatioQ  qui 
determine  x  de  maniere  a  satisfaire  aux  conditions  pro- 
posees. 

On  Yoit  que  la  question  n'est  pas  toujours  susceptible 
d'une  solution,  et  que,  quand  elle  en  a  une,  I'integrale  est 
donnee  par  une  equation  entre  x^jr^  z,  qui  renferrae  une 
constante  arbitraire,  et  que  Ton  obtient  par  Tint^gralion  de 
deux  equations  du  premier  ordre,  a  deux  variables. 

126.  II  suit  de  la  que  quand  U  question  proposee  est 
possible,  Tequation  difF<§rentielle  resulte  de  relimination 
d'uoe  constante  arbitraire  entre  une  ^ualion  a  trois  va- 
riables et  sa  difTerentielle  totale  ^galee  a  z^ro^  et  cette  con*- 
sideration  va  nous  cpnduire  a  une  proposition  importapte. 

Soit  V  =  C  I'integrale  de  Fcquation  (i)  resolue  par  rap- 
port a  la  conslante  arbitraire  C  En  la  diiFi^rentiant,  Teli- 
mination  de  C  se  trouvera  effectu^e,  et  le  resultat  sera 
identiquement  le  m^me  que  si  T^limination  s'etait  faite 
autrement. 

L'equalion 

dV  ,         dV  ,         dV  , 
^     '  d.x  dy  dz 
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(levra  done  6lre  identique  avec  requaiion  (i),  lorsqu'on 

aura  reduit  le  coefficient  de  la  m^me  diflereutielle,  par 

exemple  de  dx^  k  avoir  la  m^me  valeur  de  part  et  d'auire. 

rfV 

dx 
Multipliant  done  I'equaiion  (i)  par—-?  elle  deviendra 

identique  avec  (3),  et  son  premier  membre  sera,  par  con- 
sequent, la  dij9<£rentielle  exacte  d'une  fonction  V  des  trois 
variables  ind^pendantes  x,  j",  z.  D'ou  se  tire  cette  conse- 
quence, que  lorsque  la  question  adinet  une  solution  ^  le 
premier  membre  de  V equation  donnee  dev^ient  une  diffe- 
rentielle  exacte  quand  on  le  mulliplie  par  une  certaine 
fonction  des  trois  vatriahles. 

Soit  fx  le  facteurtel,  que  [/.Pdx-h  ixQdy-i^fiKdz  soit 
uiie  difffirenlielle  e^cacte,  on  aura  les  trpis  conditions  sui- 
vantes : 

dy"  fix  ftz  dx  dz  dy 

ou,  en  Ics  developpant, 

^P       ^*i9-         do       ^du, 

*    dz  dz  d.v  dx 

^i^-^'^Tz'=^iiP'^H' 

Si  Ton  tnultipliela  premiere  par  R,  la  seconde  par  — Q, 
la  ifQisieme  par  P,  qu'on  les  ajouie  ensuite,  et  que  Ton  sup- 
prime  le  facieur  jx,  on  devra  avoir  identiquement 

<«  '(S-?)*'(S-S)-(¥-S)=°- 

II  sera  done  inuiile  de  chercher  a  resoudre  la  question  quand 
cetleidentile,  facile  a  verifier,  n^aura  pas  lieu. 
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Reciproqueincnt,  toules  les  fois  qu'elle  aura  lieu,  la  ques- 
tion admet  une  solution ;  car  nous  allons  demontrer  que 
dans  ce  cas  le  premier  membre  de  Fequation  (2)  devlent  in- 
dependant  de  y  quand  on  en  elimine  x, 

Mais,  pour  plus  de  simplicite,  nous  supposerons  que 
Tequalion  U  =  o  ait  ete  resolue  par  rapport  a  la  constante 
C,  et  soit  remplacee  par  U  =  C,  ce  qui  ne  changera  rien 
aux  conditions.  L'equation  (2)  se  change  alors  en  la  sui- 
vante  : 

i/U      ^  dx       dC 

et  11  faut  toujours  que  la  substitution  de  x  en  fasse  dispa- 
raltre  j^. 

Soit  u  le  facteur  qui  rend  Vdx-hQ^dy  difTerentielle 
exacte;  on  a 

pV  dx  +  vi^dy  z=  d\} 
et 

^      dV         ^       rfU 

La  quantity  qui  ne  doit  plus  renfermer  j^  est 

dH       ^  dx  d\}  ^ 

dz  P  efz    * 

et  il  suffit  d'exprimer  que  sa  derivee  par  rapport  a  y  est 
nulle,  en  con&iderant  x  comme  une  fonction  de/,  dont  la 

derivee  partielle  par  rapport  a  y  est  —  ^«  On  obtient  ainsi 


r/>U 


€hdjr       dzdx 


/U 


En  mullipliant  par  P  et  observant  que  — -=t;Q,  et 


^jr 
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dx  ^ 


•—  =  t'P,  les  deux  premiers  lermes  deviennent 


ou,  en  developpanf, 

cl    la    derniere    partie    R  fP^ Q^)     ^^    reduit    a 

Ri/  I  Ji  —  L-.  j  :  la  condition  prec^dente  devient  done,  en 
supprimant  le  facteur  commun  v^ 
^fdQ       dK\    .   ^/dK       dP\  (dV       dq\ 

equation  qui  ne  diflere  pas  de  Tequation  (4).  Done  celte 
equation,  deja  demontree  nccessaire,  est  en  ra^me  temps 
suflisante  pour  que  la  question  proposee  admelte  une  so- 
lution. 

On  procederait  d'une  mani^re  semblable  dans  le  cas  ou  le 
nombre  des  variables  serai t  plus  grand. 
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■""■■■■■  j  ■'     '      ■  ■  1  >■        i  i, ,  ,  ,.  ..     .IP ■    ■  ■  i 1.1 

CHAPITRE  VIII. 

DES   ifeQUATlONS  LIN^AIRES   D'uN    ORDRE  QUELCONQUE. 


127,  On  appelle  ainsi  celles  dans  lesquelles  la  Ibnctioa 
clierchee  et  ses  derivees  jusqu'a  Tordre  m  n'enlrent  quau 
premier  degre^  €l  ne  se  muluplieut  pas  entre  elles.  Lqur 
forme  generale  est 

A , . . . ,  U,  V  etant  des  fonctions  quelconques  de  x,  Ces 
equations  jouissent  'd^une  propriety  remarquable,  lorsque 
le  dernier  terme  V  manque.  Elle  consiste  en  ce  que  la 
somme  de  plusieurs  solutions  forme  encore  une  solution  de 
la  m&me  equation. 

Soit,  en  effet,  Tequation 

Si  yi,  yjv"5  jTm  s^"'  ^^®  fonctions  qui  satisfassent  a  cette 
equation,  on  aura 


Ajoutant  ces  equations,  on  aura  le  m^me  resultat  que 
si  Ton  substiluait  ji  -*-ya  +  • .  .-Hy,«  a  y  dans  (a).  Done 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  de  x  qui 
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satisfont  a  V equation  [o^)  forme  encoro  une  solution  dc 
cette  equation;  et,  par  consequent,  si  Ton  connaissait  un 
notnbre  ni  d^  in  teg  rales  parliculieres  renfermant  chacune 
une  constante  arbilraire^  leur  somme  serait  Vintegrale 
generale. 

On  observera  d'ailleurs  que  si  une  valeur  dej  est  connue, 
oq  peut  la  multiplier  par  une  constante  arbitieaire,  sans 
qu'elle  cesse  de  saii&fairej  de  sortequesi  les  m  fonctiom 
Ji>  /!>•••  >  ^m>  satisfont  a  Tequation  (aj^  son  iutegraW 
generale  $era 

q,  r,, . . . ,  c^  designant  des  constantes  arbitral  res,  et  en  sup- 
posant  qu'on  puisse  les  determiner  de  maniere  que  pour 

une  valeur  quelconque  de  j:,  les  valeurs  dQ  j",  r^»..» ,   ,  ..   ^- 

soient  tout  a  fait  arbitraires. 

128.  LorsqueToD  aura  k  iiitegrer  Tequation  (i),  on  com- 
mencera  par  chei'cher  a  integrer  Tequalion  (2)  qui  est  plus 
facile.  Si  Ton  y  pent  parvenir  completement,  nous  allons 
montrer  comment  on  en  peut  deduire  Tintegral^  generale 
de  Tequation  (i). 

Soil 

Tint^grale  generale  de  requation  (2)  quand  ou  eonsidere 
Ci,  c„. . .,  c„  comme  des  constantes  arbitraires,  H  <?st  evi- 
dent qu'on  peut,  d'une  infinite  de  manieres,  substituer  a 
ce«  constantes  des  fonctions  de  x  tdles,  que  Ton  obtienne 
I'iniegrale  generale  de  Tequalion  (i)-,  et  uous  allons  voir 
que  Ton  peut  en  avoir  une  determination  qui  n'exigeque  die 
.simples  quadratures. 

En  differentiant  Texprcssion  ci-dessus,  on  obtient 
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Or  oa  peul  assujcltir  Ci,  Cj,  • . . ,  c,„  a  la  condition 
et  il  en  resulte 

On  differentiera  cellc  nouvelle  equation,  et  Ton  egalera 
encore  a  zero  Tensemble  des  termes  qui  contiendront  les 
differentielles  c?Ci,  r/c,,.  • .,  r/c,„;  et  I'on  continuera  ainsi 
jusqu'a  d"""^ y  inclusivement  :  on  aura,  de  cellc  manieie, 
in  —  I  equations  en  Ire  les  differentielles  Jcj,  c?Cj, . . . ,  dc,^ 
et  des  fonctions  connues.  Substituant  ensuite  dans  Pequa- 
tion  (i)  les  valeurs  dc  y^  dy^..,,  ^"'j^  ^^  aiura.  une  derniere 
equation  qui,  jointe  aux  premieres,  delerminera  comple- 
tement  les  inconnues  Ci,  Cj,. . . ,  c^* 

Ces  m  equations  sont  les  suivantes: 

f^dCi    H- Jaf/C,  4-.  '*-h  XmdCm  =0, 

dfidCi-^dx^dCi-h'  .  .-hdrmdc„^=:o, 


d'"'-\rx  dc,  -i-  d'^-'jr^  r/c,  4- .  .  .  H-  €f "-*  Jm  dc„,  =  o , 
d'"-'jidCi'i-d'"-'Xidc2-^.  .  .+  ^"-'j^^f.  nzVc^x", 

et  il  faut  bien  remarquer  que  ces  equations  peuvent  avoir 

lieu  en  m^rae  temps  si  Ton  est  parti  de  Tinlegrale  generale 

de  Fequalion  (2).  En  cffel,  les  coefficients  de  rfcj,...,  dc„ 

sont  precisement  ceux  que  Ton  aurait  pour  Cj , . .  . ,  c,„  dans 

dy  d"* — *  Y 

les  expressions  de  y^  ;7^>*'m       ^_^  j  en  designant  par  j 

Tintegrale  de  I'equation  (2).  Or  nous  supposons  que,  pour 
une  valeur  quelconque  de  a:,  on  pent  satisfaire  aux  equa- 
tions oblenues  en  egalant  ces  expressions  a  des  quantiles 
quelconqucs,  et  en  tirer  des  valeurs  finics  Ci, .  .  . ,  c,„.  Done 
aussi  Ic  sysleme  des  c5qualions  on  r/ci,  ....  dc,,^  enlrcnt  de 
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la  meme  maniirc,  iie  renfermera  aucune  iiicompatibilile. 
II  donnera,  pour  ces  inconnues,  des  valcurs  de  la  forme 

(iCy  =  X, dXy      dCi  =  Xa dxy  .  .  .  ,      dc^  =^nda:y 
d'ou 

c^^f^^dx-^rcf-xy      ra=/X2fl/lr4-aa,... ,      c„^:=sfXndx -j-  amy 

et 

(3)r=r.(«.+/X.^a:)+r.(«2+/Xa^)-h...  +  7.(a,-f-/X„r/a:). 

C'cst  Tinlegrale  generale,  puisqu'elle  renferme  in  conslautes 
arbilraires. 

129.  Si  Ton  ne  connaUsail  pas  m  integrales  particulieres 
de  i'equalion  (a),  la  question  ne  serait  pas  ramenee  imme- 
diatement  aux  quadratures. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  en  counaisse  m  —  i 

integrales  parliculiires,  on    ne   pourra  plus    etablir  que 

m —  2  conditions  entie  les  m  —  i  quanlites  <?i,  Cj,...,  c,„_,. 

Alors  Texpression  de  fl?'"~*j^  renfermera  Jci,...,  dc,„__i]  et 

d"*j-  renfermera  ^*Ci,...,  /i*c,„.  La  substitution  dans  Te- 

quation  (i)  fera  toujours  disparaitre  Ci,  Cj,...,  c,„_i,  mais 

leurs  differentielles  premieres  et  secondes  y  entreront,  et 

comme  les  m  —  2  equations  etablies  entre  dc^y  dc^y, . . ,  ^c,„_t 

determinent  ces  differentielles  en  fonction  de  dc^^  on  aura 

une   equation  lineaire  du  second  ordre    qui  renfermera 

rfcj,  rf'ci,  mais  non  Cj.  On  la  ramenera  au  premier  ordre, 

dc 
sans  qu'elle  cesse  d'etre  lineaire,  tn  posant^=^.  EUe 

pourra  toujours  s'integrer  completement,  et  W  s'introduira 
ainsi  deux  constantes  arbitraires.  De  simples  quadratures 
feront  ensuite  connaitre  les  m  —  2  autres  quantites  Cj, 
^8 1  •  •  •  1  c,„^x  ?  el  il  s'iutroduira  ainsi  m  —  2  nouvelles  con- 
stantes arbitraires,  de  sorte  que  la  valeur  de  j-, 
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renfermera  m  constantcs  arbitraires,  el  sera,  par  conse* 
quent,  rintt*grale  generale  de  Tequation  (i). 

130.  Si  Ton  n'avait  connu que  m  —  2  integrates  de  le- 
quation  (2),  on  n'aurait  pu  etablir  que  m  —  3  relations 
entire  C|,  C|,...,  ^^-19  ^t  Tequation  (i),  apres  la  substitu- 
tion >  aurait  renferme  Jes  differentielles  troisiemes.  L'eli- 
minalion  de  Ct,...,  c^.s  aurait  donne  une  equation  lineairc 
du  troisi^me  ordre  renfermant  dci^  d*Ci,d*Ci,ma\s  nou 
Cj.  On  pourrait  done  encore  Tabaisser  au  second  ordre, 
sans  qu'elle  cessat  d'etre  iin^aire*,  et  si  Ton  pouvait  Time* 
grer  compl^tement,  on  en  deduirait,  comme  dans  le  cas  pre- 
cedent, Tint^rale  generale  de  I'equation  (i).  En  lippli- 
quant  les  m&mes  raisonnements,  on  verrait  que  si  Ton  con- 
nait  m  —  n  integrates  particuli^res  de Tequation  (a),  I'in- 
tegration  complete  de  Fequation  (i),  et,  a  plus  forte  raiai>n, 
de  Tequ^tion  (2)  est  ramenee  a  celle  d*une  Equation  lineaire 
de  Tordre  /i,  et  a  de  simples  quadratures. 

131.  II  est  facile  de  demontrer  que  I'inlegrale  generale 
de  Fequation 

cat  necessairement  de  la  forme 

En  effet,  soit^i  une  solution  decette  ^uation;  suppo- 
sons  qu'elle  ne  renferme  aucune  conslante  arbitraire,  ce 
qu  on  peut  toujours  faire,  puisque,  s'il  en  existait,  il  n'y 
aurait  qu  a  leur  attribuerdes  valeurs  particulieres.  L'equa- 
tion  (a)  admettra  pour  solution 

jr=^cyry 
c  designant  une  eonstante  arbitraire.  Considerant  maiule- 
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nant  c  coinme  une  fonction  de  x,  on  aura 

d^y  ■=.y^d^c  -4-  idy^dc  +  cd^r^ 

d^X  ^Xid^e  +  indjrtd^-'c  -h  . .  .-h  rrf"^,. 

En  snbstitaant  dans  reqnation  (a),  les  termes  multiplies 
par  c  disparaissent,  et  Ton  a  une  equation  lineaire  de  la 

forme 

d^c        .    d'^*c  ^  dc 

dc 
el,  en  posant  —  =  « , 

Soil  Ei|  une  solution  de  cette  equation,  sans  constante  arbi- 
iraire,  (/ui  en  sera  encore  une,  et  Ton  aura 

c  =  c^fut  dx^t/'  ^     d'oili     y  =:  c" y^  *♦-  €^y^  f  ii^  dx. 

On  a  done  une  solution  de  requation  (a),  de  la  forme 

y=zc,y,^c-,y^, 

jt  ^Unl  une  fonction  de  x  diff^rente  de  j|. 

Done  puisque  cela  peut  s'appliquer  a  toute  equation  li- 
neaire, on  aura  une  solution  de  Tequation  (fc)  de  la  forme^ 

K  rr  a«,  -H  6  «,, 

d'ou 

c=zctfuxdx  -h  tju^dx  4-  7, 
et,  par  suite, 

c  est-a-dire  que  I'equation  [a)  a  une  inl^grale  de  la  forme 

r  =  c,/»4-cara^<^3r8. 
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U  en  sera  done  de  m6me  de  reqiialion  (i),  el  ainsi  de  suite, 
jusqu'a  cc  que  Von  ait  poury  uiie  expression  rcnfermanl 
m  constantes  arbitraii  cs,  el  qui  sera  I'iniegrale  generale. 

132.  Le  calcul  precedenl  conduit  encore  a  ceile  impor- 
tanle  proposition,  que  I'equalion  (a)  ne  saurait  avoir  de 
solution  singuli^re.  Supposons,  eneffel,  qu'il  y  en  aitune, 
el  designons-la  par  j^j,  apres  qu'on  aura  remplace  par  des 
valeurs  particulieres  quelconques  les  constantes  arbiiraires, 
si  elle  en  renferme.  Les  raisounemenls  qui  ont  ete  fails 
dans  le  numero  precedent  conduiront  encore  a  une  valeur 
de  la  forme 

y  =r  c,^,  -+-  c^x^  -f-  .  .  .  -f-^«rir.> 

qui  sera  necessairement  Pintegrale  generale.  Maisj^i  s'ob- 
lieiit  en  supposant  nulles  toutes  les  constantes  exccple  c, : 
elle  est  done  tine  integrale  particuliere,  quelques  valeurs 
qu'on  y  ail  mises  pour  les  constantes,  el  non  une  solution 
singulifere,  comme  on  Tavait  suppose.  D'ou  il  suit  que  les 
equations  renfermees  dans  la  formule  (a)  ne  peuvent  ja- 
mais avoir  de  solutions  singuli^rcs. 

133.  Cas  oil  Von  connate  une  integrale  parlicttlidre  de 
r equation  (i).  —  Lorsque  Ton  connail  une  integrale  par- 
ticuliere  de  Tequation  (i),  on  pent  ramener  la  recherche 
de  son  intdgrale  generale  a  celle  de  rintegrale  generale  de 
i' equation  (a). 

-Soil,  en  effet,  u  celle  integrale  particulierej  on  posera 
y=u-\'Z  dans  Tequaiion  (i),  el  en  supprimant  les  termes 
qui  se  detruisent  d'apres  Thypothese,  il  restera 

d"'z        ,  d"'-^z  dz 

et  Ton  est  ramene,  par  consequent,  a  la  recherche  de  Tin- 
tegrale  generale  de  Tequation  (a). 
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Soit  pour  premier  exemple 

A,...,  U,  a^...,  ^ etant  constants. 
On  posera 

y  =  aa:" -h  6jc"-*  -f-...-h  A:t  4- ft. 

On  identifiera  les  deux  membres  apres  la  substitution  dans 
Tequation  proposee,  et  il  en  resultera  «  4-  i  equations  qui 
delermineront  les  «  -f- 1  inconnues  a,  6^...,  ^.  On  rentrera 
done  dans  le  cas  ou  le  second  membre  serai t  nul. 
Soit  pour  second  exemple 

— +  A^^^^  ■*"•  •    -J-Uj  =  «cos(/?a:-|-/?)H-^sin(/ix-|-/?), 

oil  posera 

jr  =  a  cos  [nx  •+■/?)  +  6  sin  [jix  -f-/>). 

En  subslituant  dans  la  proposee,  le  premier  membre  ne 
se  composera  que  de  termes  dont  les  uns  renfermeront 
cosf/ix-f-p),  les  autres  sin  (/w:  +  ^),  multiplies  par  des 
constantes.  En  egalant  les  coefficients  de  ces  deux  expres- 
sions dans  les  deux  membres,  on  aura  deux  equations  qui 
delermineront  a,  S.  Mais  il  pent  se  faire  que  ces  equations 
soient  impossibles  :  par  exemple  si  cos  (/lar-f-/?)  ou 
sin(/ix-4-^)  etaient  solutions  de  Tequation  sans  second 
membre.  * 

Ainsi,  soit  le  cas  suivant  qui  se  rapporte  a  des  valeurs 
imaginaires  de  /?, 

on  aura  une  solution  en  posant 


It.  i3 
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maid  elle  devient  illusoire  si  ^  =  m.  On  emploiera  alors  un 
artifice  dont  nous  avons  dejii  fait  usage  autre  part.  On  ajou- 
tera  une  solution  de  Tequation  sans  second  membre, 
y  =  ce'"',  ce  qui  donnera  une  solution  de  la  proposee,  dans 
laquelle  on  supposcra  encore  q  different  de  m ;  savoir 


q^  —  m^  ' 

et  on  choisira  C  de  maniere  qUe  cette  somme  se  reduise  a 

-  pour  9  =  m.  11  suffit  de  prendre  C  = ^ -^9  et  quel 

que  soit  q^ 


q^  —  w' 


sera  solution  de  la  proposee.  Faisant  tendre  q  vers  la  con- 
stante  m,  on  trouvera  pour  limite  de  cette  fraction 


2  m  ' 


on  connait  done ainsi  une^solution de lequation 


d^  •^'^=*"' 


et  Ton  aura  par  consequent  pour  son  int^grale  g^ndrale 

2/W 

On  agirait  d'une  maniere  analogue  si  le  second  membre 
renfermait,  en  outre,  des  termes  semblables  dans  lesquels 
les  coefficients  n  elp  seraient  changes.  Et  generalement  si 
Ton  a 


IBTEeftATIOS    DES    tQCATIOHS    DIFFiR£lKTIELI.ES.        1 93 

et  qae  Ton  tnmTe  des  Talcnrs  dejr  satiafaisant  a  cetle  equa- 
tion, dans  laqodle  <m  rednira  le  second  membre  a  I'une 
desfoncdons  reqiectiTes  F(x),/(x),  f  (x),...,  la  somme 
des  Taleors  ainsi  obtenues  poor  chacone  de  ces  fonctions 
sacccssiTement,  sadsfera  a  la  proposee. 

Remarque.  —  Si  Ton  connaissaii  m  +  i  integrates 
pardcolieres  j^i,  jr,,...,  y',^i  de  Teqaadon  (i),  les 
differences jr,  — Juyt  — Jii"n  J''-+t  — y*  sadsferaienl  a 

L'int^ralegoierale  de  cette  derniere  serait  done 

etTint^rale  generale  de  la  proposee  serait 

134.  Autre  methode  pour  rintegration  de  t equation 
lineaire  complete.  —  M.  Cauchy  a  donne  nne  methode  pour 
trouyer  nne  integrale  pardculi^re  de  Fequadon 

(0      g+A£:g:H-...+ur=F(x). 

quand  on  connait  une  int^rale  de  la  suiyante, 
telle  que  pour  x  =  a,  on  ait 

quelle  que  soit  la  constante  a  :  et  Ton  congoit  qu  on  pourra 
toujours  trouyer  uue  yaleur  de  z  satisfaisant  a  ces  condi- 
tions, si  Ton  connait  Tintegrale  generale  de  Tequalion  (2), 
qui  renferme  m  con&tantes  arbitraires. 

i3. 
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Soil,  en  effel,  z  ==if{x,  a)  cette  valeiir  de  z,  Posons 

Jo  •/o 

nous  en  deduirons 

Mais  par  hypolliesey  (a,  a)  est  nul,  quel  que  soil  a 5  done 
f(x^  x)  =  o,  et  Ton  a  seulement 

On  trouvera  de  m^me 

tPy        r'  tVz 

^— '       Jo      ^•*'""" 

Substituanl  ay  et  a  ses  derivees  les  valeurs  ainsi  obtenues 
daus  1 -equation  ( i ) ,  elle  devienl 

ce  qui  est  une  identite  en  vertu  de  Tequation  (2). 

Connaissant  ainsi  une  solution  de  Tequation  (i),  on 
aura  son  int^grale  g^nerale,  en  y  ajoutant  Tintegralc  gene- 
rale  de  r^quaiion  (2). 

Cas  particulier  oil  le  premier  membrc  na  quun  seul  terme. 
13S.  Si  dans  Tequation  (1)  lous  les  coefficients  sontnuls, 
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excepte  le  dernier,  on  a  une  equation  de  la  forme 

(3)  S  =  ^W' 

F  etant  une  fonction  quelconquede  x.  En  integrant  m  fois 
de  suite  par  rapport  a  x,  on  aurait  la  valeur  suivante<le  yi 


^{x)daf"=z  fdxjdx,,.f  ¥{x)dX'Jt-c^xr-^ -{',., -^c^ 


MaiS)  au  lieu  de  quadratures  successives,  on  pem,  au 
moyen  d'une  formule  que  nous  allons  faire  connartre,  ex- 
primer  f  par  une  suite  de  quadratures  simples,  indepen- 
dantes  les  unes  des  auU:es. 

On  y  pourrait  parvenir  en  partant  de    i  F  (x)  dx  et 

Pint^grant  par  parties;  on  n'aurait  ainsi  que  des  int^grales 

simples  qui  donneraient  la  valeur  de    \  dx   /  F  [x)dx 

f 


ou 


F(x)dx^'^  integrant  par  parties  le  resultat,  on  forme- 

n3 
rait  I     F{x)dx^  au  moyen  d'lntegrales  simples,  ex  Ton 

continuerait  ainsi  indefiniment^ 

Mais  La  formute  generate  a  laquelle  on  arriverait  ainsi 
est  beaucoup  plus  facile  a  obtenir  d^apres  la  metbode  que 
nous  venons  d'indiquer  pour  T^quation  complete  (i). 

En  eflfet,  dans  le  cas  aciuel,  Tequation  en  z  se  reduit  a 

—  =  o  dont  Tintegrale  g^nerale  est  un  polyn6mc  du  de- 

gr^  m  —  I  a  coefficients  arbitraires.  On  satisfera  a  la  con- 
dition que  ce  polyn6me  soit  nul  ainsi  que  ses  m  — 2  pre- 
mieres d^riv^es  pour  la  valeur  a:  =  a  en  lui  donnant 
la  forme  M(ar  — «)'""*,  et  enfin  pour  que  sa  deriv^ 
d'ordre   (m  —  i)    se  reduise  a   F(a),    il   faudra  prendre 
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M  = —^ ^.  La  valeur  de  z  sera  doHc 

1 .2. .  .(/n  —  1} 

'  .(*  — «)— F(a), 


1 .2.  .  .(/w  —  1) 

et  Ton  aura  une  solution  particuliire  ^1  de  r^uation  (3) 
en  prenant 

r.  = \ V    r'(a:  — a)*-F(a)rf«. 

i.2...(m  — 1)  Jo 

D'ailleurs  en  rempla9ant  par  o  le  second  membre  de  Fequa- 
lion  (3),  on  a  pour  inl^grale  gdn^rale 

Ci,  Cj , . . . ,  C,„  eianl  des  constantesarbitraires,  L'lnlegrale 
geuerale  de  Pequation  (3)  sera  done 

jr= \ r    r'(ar-a)"-'F(a)£/a 

1.2...{//l  — i)J^      ^  ' 

Si   on  developpe  (x  —  «)*""%  on  donnera  au  premier 
terme  la  forme 

1 

I.2...(»t  —  1) 


I      x«-'F(x)rfa: 
o 


/    •-('w  —  i),*.(m — p) 


On  pourrait  sans  inconvenient  remplacer  les  integrales 
prises  ekitre  les  limites  o  et  a:  par  des  integrales  indefinies, 
car  ce  serai t  ajouter  des  termes  qui  se  reduiraient  avec 
ceux  -dont  les  coefficients  sont  les  constantes  arbitraires. 
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Equations  Imiaires  a  confidents  comsianU. 

136.  La  forme  la  ^ns  genenle  de  oes  equations  est  la 

snivante : 

Si  Tod  suppose  d'aboid  que  le  dernier  teme  Y  soit  con- 
slant,  on  le  fera  dispaiaitre  en  ckangeant  JT  ^^  y-h  j-A  de 
sorte  que  reqnaUcm  qn'il  sidEt  alors  de  eonsiderer  est 

I.)  g+A^+..4-T±  +  Ur  =  o, 

et  si  Ton  peat  en  trouver  m  inl^rales  pardculiiFes,  on  for- 
mera  Tinl^rale  g^erale  en  le  mnliipliant  chacnne  par  une 
constante  arbitraire,  et  les  ajontant.  Posons  )r=e*',  a 
elant  indetermine,  el-snbstituons  dans  Tequation  (i),  il 
vient 

(a)  rf"+Aa*-*-h...-HTfl-hU  =  o. 

On  aura  done  m  integrates  particuliires  en  prenant  suc- 
cessivement  pour  a  les  m  raciiles  de  cette  equation.  Si  on 
les  d^signe  par  ai,  as,. . .,  a„,  et  par  Ci,  Cs,.  • .,  c^  des 
constantes  arbitraires,  Tintegrale  generate  de  Tequatiim  (i) 
sera 

137.  II  est  facile  de  demontrer  que  cette  equation  donne 
bleu  I'int^rale  generate  de  Tequalion  (i).  II  suffit,  pour 
cela,  de  faire  voir  que  pour  une  valeur  particuliere  a:  =  «  , 

on  pent  determiner  les  constantes  de  mani^re  que  /,  ^  v  •  9 
_,  ?  soient  ^gaux  a  des  quanliles 'arbitral res.  Oh  remar- 
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quera  d'abord  que  ces  constanles  etant  eniieremcut  inde- 
termin^es,  on  peul  mettre  j^  sous  la  forme 

(4)  ^z=zc,e'^  '  +  <?,<?  '^  'H-...H-c,e  % 

et  ron  aura,  pour  determiner  Ci,  c, , . . . ,  c„,  les  equations 
suivantes  dans  lesquelles y© 5  /'o?*  •  •  s^°^  ^^^  vajeurs  dej 
et  de  ses  m  —  i  premiires  derivees  pour  x  =  a  : 

(5)  {       o\c,-k'a\c^'fr...+  a^c^=zy% 


w-i         ,       w— I         .  ,        m— I  (m— 1) 

fl,     Ci-l-«,     Cj4-...H-a^     ^«  =  Jo 

Des  Equations  du  premier  degr^  de  ce  genre  conduisent  a 
des  formules  dont  il  n'est  peut-^tre  pas  inutile  de  rappeler 
ici  la  demonstration. 

M ultiplions  la  premiere  Equation  par  une  iiidetermin^e  A, 
la  seconde  par  k'^  etc.,  et  la  demiere  par  i,  puis  ajoutons- 
les,  nous  aurons 

(k+k'a,-^k"^\+...+  a'^')c,'^[k^.k'a^'\-k''a\-\-...)c,+... 

pour  determiner  c^,  nous  egalerons  a  zero  les  coefficients  de 
<^fv>  ^m?  ce  qui  donnera,  pour  determiner  Af* A',...,  k^"'~^\ 
les  equations  en  m&me  ngmbre 

/•  -f-  k'a,  4-  k"a\^.  .  .^r  «,"-  =0, 

k  -{-  k'a,  -h  ^"«;-h. .  .H-^*'  =  o, 

A  +  X'n«-|- r /il4- . .  .4- «!"' =  o. 
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Les  premiers  membres  de  ces  equations  ne  sout  s^utre  chose 
que  les  valeurs  que  prend  le  polyn6me 

que  nous  designerons  par  (f  (a)  dans  lequel  on  remplace 
successivement  a  par  loules  les  racines  de  I'equation  (2), 
excepte  ai  :  le  polyn6me  y  [a)  aura  done  pour  racines  «2, 
as}.  •  M  ^m5  et  il  en  resullera 

<p(fl)  =  (a  —  aj)  {a  — a,).  .  .(«  —  a^)==  — 12-L, 

en  representant  par  ¥  (a)  le  premier  membre  de  Pequa- 
lion  (2).  De  cette  equation  Von  deduit 

el  Ton  aurait  de  m^me 

et  ainsi  de  suite  ^  de  sorte  que  si  I'equation  (2)  n'a  pas  de 
racines  egales,  les  ddnominateurs  des  inconnues  c^,  Cs,..., 
qui  sont  f'  (a)^  F'(aj),  seront  difliSrents  de  zero,  et  par 
consequent  on  pourra  satisfaire  aux  Equations  {5)^  ce  qu'il 
fallait  demontrer.  Les  equations  (4)  ou  (3)  representent 
done  bieu  Tintegrale  generale. 

Achevons  maintenant  ce  qui  se  rapporte  a  la  delermina- 
lion  de  ces  inconnues,  par  exemple  de  c, ;  sa  valeur  est 

II  ne  reste  done  qua  connaitre  les  valeurs  de  ky  A',... 5  or 
elles  resulteront  de  Tidentite 

/t  4- A'q  4-^/2' 4-... +  «'"-'=  ^^' 

a  —  ai 

11  suffira  de  developper  le  quotient  Gni  de  F  (« )  paiwi  —  n, , 
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et  les  coefficients  des  differentes  puissances  de  a  seront  A, 
A', . . . .  Les  formules  que  Ton  obtiendra  ainsi  conviendront 
pour  as ,  As , . . .  par  la  simple  substitution  de  ces  racines 
respectives  k  ai. 

Nous  nous  bornerons,  sur  ce  point,  a  Texamen  du  cas 
general  ou  les  racines  sont  differentes,  et  nous  ne  traiterons 
pas  le  cas  particulier  ou  il  y  en  aurait  d^egales. 

138.  Si  Tequation  (^)  a  des  racines  imaginaires,  la  va- 
leur  (3)  de  y  se  pr^sentera  sous  forme  imaginaire*,  mais 
rien  n^est  plus  facile  que  de  lui  donner  une  forme  r^elle. 
Soient  a  db  S  y —  i  deux  racines  imaginaires  conjugu^es  de 
Tequation  (2),. les  termes  qui  en  proviendront  dans  la  for- 
mule  (3)  seront  de  la  forme 

ou 

ou  encore 
e**[A(cos6ar-|-  v'— 1  sin6^)  -f- B(cos6ar--  V'— 1  sinSjc)]. 

Or,  A  et  B  itant  des  quantity  arbitraires,  r^elles  ou  ima- 
ginaires, on  pent  les  determiner  de  manierequ'on  ait 

A-«-B  =  M,     (A  — B)V'^=N, 

M  et  N  etant  des  constantes  arbitraires.  Les  deux  termes 
que  nous  considerons  dans  ^equation  (3)  seront  done  rem- 
plac^s  par 

e***  (M  cosSo:  +  N  sin  ^x), 

et  la  valeur  de  y  se  presentera  sous  une  forme  reelle. 

139,  Si  Pequalion  (2)  avait  des  racines  egales,  les  termes 
correspondants  de  la  formule  (3)  se  confondraient  en  un 
seul,  et  Ton  n  aurait  plus  Vinlegrale  generale  de  I'equa- 
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lion  (i),  puisqa'il  n'y  aurait  plas  m  constantes  arbitraires. 
Mais  il  est  encore  facdle  de  trouver  dans  ce  cas  Tint^ale 
generale. 

Soient  Hi  et  €it  deux  racines  que  Ton  suppose  egales.  On 
peat  alterer  infiniment  pea  les  coefficients  de  I'^quation  (i), 
de  telle  sorte  que  Tequation  (a)  n'aitplus  de  racines  ^ales, 
el  que,  par  consequent,  la  formule  (3)  donne  Fintegrale 
g^erale.  Lorsqne  les  coefficients  tendront  vers  ceux  de 
Tequation  (i),  cetie  int^rale  tendra  vers  une  limite  qui 
satisfera  necessairement  a  Tequation  propose,  et  qui  en 
sera  Tint^rale  generale,  si  elle  renferme  m  constantes  ar*» 
bitraires. 

Soit  ai  +  ^  la  yaleur  de  la  racine  qui  tend  a  se  reduire 
a  Hf .  Les  termes  correspondants  a  ai  et  ai  -{-  ^  dans  la  va^ 
leur  de  j^  seront  ce"^'  4-  c/e^* '"*"**,  ou 

OU,  en  posant  c  4- c' =  A,  c'(J  =  B, 

Ac«»'H-Bj:c««*H ^'c«»*H-.  .  .: 

les  constantes  cei(/  etant  arbitraires  peuvent  toujours  £tre 
choisies  de  maniere  que  B  et  A  aient  des  valeurs  finies 
quelconques,  qiielque  petit  que  soit  d.  Done,  a  mesure 
que  i  tend  vers  z^ro,  la  somme  des  termes  que  nous  con- 
sid^rons  tend  vers  la  limite  Ae*»' -f- Bxc**',  et  la  for- 
mule (3)  se  change  en  celle-ci : 

(6)  ^  =  tf«i*  ( A -hBx)  4- C3i?«»' 4-...  ±  <:*<?«'«•. 

Celte  valeur  de  y  est  Fintegrale  generale,  puisqu'elle  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires. 

140.  Si  trois  racines  etaient  egales,  on  supposerait  d'a- 
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bord  Tequation  modifiee  de  maniere  que  deux  racines  seu- 
lement  fussent  egales,  ce  qui  conduirait  a  la  formule  (6); 
on  y  remplacerait  a^  par  ai  -h  d,  et  Ton  aurait 

{A  +  r3)4-(B+C8^)a:  +  C3a»  — -he,— ^r-f-...    -+-.... 

1*2  Ia2>0  I 

Or,  A,  B,  Ci  etant  arbitraires,  on  peut  poser 

1.2 

A',  B',  C  etant  de  nouvelles  constantes  arbitraires  5  et,  fai- 
sant  tendre  d  vers  zero,  on  aura  pour  Finlegrale  generale 

On  continuerait  de  la  meme  maniere  si  Ton  supposait  une 
quatrieme  racine  egale  k  a^^]  elVon  voit  qu'en  general,  si  n 
racines  deviennent  egales  a  a^,  on  aura  pour  Tintegrale  ge- 
nerale 

y  =  <?«>'  (A'  4-  B'^  -4-  Co:'  +  . .  .  -h  P'^"-') 


141.  On  peul  encore  determiner  d'une  autre  maniere 
Tintegrale  generale,  lorsque  n  racines  ai,  a^^. .  ..^  a„  ont 
une  m^me  valeur  a.  En  effet,  on  ne  connait  plus  alors  im- 
mediatement  que  m  —  n-i-i  integrales  particuliires,  et 
ce  cas  rentre,  par  consequent,  dans  celui  qui  a  et^  traite 
dans  un  des  numeros  precedents. 

Soil  Ce""  le  terme  auquel  se  rMuisent  n  termes  de  Te- 
quation  (3),  et  generalisons-le  en  considerant  C  comme 
fonction  de  X]  nous  aurons 

dr       ^  dC 

dx  aao 

7=.  Cf"'. 
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Substituanl  dans  Fequation  (i),  les  termes  qui  renferment 
C  disparaissent  en  verlu  de  Tequation  (2);  ceux  qui  ren- 
ferment —  disparaissent^  ainsi  que  les  suivants,  jusqu'a 

ceux  ou  entrent  — — -  mclusivement,  paree  que  la  racine 

a  annule  les  n  —  i  premieres  derivees  de  Tequation  (2). 
II  reste  done  une  ^nation  en  C  dans  laquelle  I'ordre  le 
plus  ^leve  est  m,  etle  moins  eleve  est  n.  Son  integrate  gene^ 
rale  fouHiirait  m  constantes  arbitraires,  mais  nous  n^avons 
besoin  que  d'une  valeur  de  C  qui  en  renferme  /i,  et  c*est  ce 
que  nous  aurons  en  posant 

rf"C 

^—  =  0,     d'oii     C  =  A'  +  B'x  +  .  . .  4- P'^r^'; 

ce  qui  conduit  de  nouveau  a  la  formule  (7). 

142.  Si  le  dernier  terme  V  etait  fonction  de  x^  on  pour- 
rait  commencer  par  le  negliger,  et  Ton  integrerait  I'equa- 
lion  (1)  commenous  venous  de  le  faire;  puis  on  consid^- 
rerait  les  conslantes  comme  des  fonctions  de  Xy  et  I'on 
obtiendrait  la  solution  complete  de  I'equation  proposee  par 
le  procede  indique  precedemment.  Nous  ferons  observer 
seulement  que  si  quelques-unes  des  racines  aj , . . . ,  a,„ 
etaient  imaginaires  ou  ^gales,  il  serait  convenable  d'em- 
ployer  I'integrale  de  I'equation  (i)  avec  les  modifications 
que  nous  avons  indiquees  dans  ce  cas. 

Cette  equation  pent  aussi  s'inlegrer  par  la  melhode  de 
M.  Cauchy,  et  nous  la  choisirons  pour  donner  un  exemple 
de  cette  methode.  Soit 

En  negligeant  le  second  membre,  Tintegrale  generale  sera 
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de  la  forme 

a  etant  une  constante  choisie  arbitrairement,  et  ai,  at,*.., 
a,„  les  racines,  que  nous  supposerons  toutes  inegafeS)  de  Te- 
quation 

a"*  -4-  A  fl"^*  4- .  .  .  +  Tfl  -h  U  =  o. 

II  faut  d'abord  determiner  les  constantes  Ci ,  C|^  •  • . ,  c^  par 
la  condition  que  pour  a;  =:=:  0(  on  ait 

^  =  0.     £=0,...,     ^  =  F(ah 

on  est  conduit  ainsi  aux  m  ^nations  suivantes : 

C, +  Cj-f-.  ..-f.r„=:  O, 

a|c,  -h  «]  c,  -f- . .  .  4-  «^  c«  =  o , 


Les  equations  se  resoudront  comme  on  Ta  vu  pr^c^dem- 
ment,  et,  en  posant 

on  trouvera 

La  valeur  precedenle  de  y  devient  ainsi 

gttiX  gOiX 

-^-- F  (a)  c-"."  +  j:f^F  (a)  c-"."-!-. . . 


/'(«.)     V'  /'(«') 


^7^  ^("^ ''-''-"• 
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n  faut  maintenant  integrer  cette  expression  par  rapport  a  a 
entre  les  limites  o  et  x,  puis  y  ajouter  Fintegrale  g^nerale 
de  r^uation 

laqueUe  est,  en  designant  par  ^i,  ««,...,  a„  des  constantcs 
arbitraires, 

^  =  a,  c«»»  +  aj  c*«'  4- .  . .  +  a«  fm*, 

L'integrale  g^nerale  de  I'equation  proposee  sera  done 
143.  Les  equations  lineaires  de  la  forme  suivanle: 

— :L  -I rL  -J-,.  .-J £.  «L- 

rf;r*         fl^  -f-  A    rf**-»  ^  (aj?-i-  6)«  rfa*-*  ^"  *  • 

=  0, 


s'integrent  generalemeni  en  posanl  y  =  (ax -h  l>)°^ ,  On 
trouve,  en  sub^tituant, 

a  (a  —  i). .  .(a  —  m  -{-  1)0^* 
-f-  Aa  (a  —  i).  .  .(a  —  /w  4-  2)  tf""*'  -+-.  .  .-f-U  =  o. 

Cette  ^nation  donne  pour  oe,  m  valeurs  oci,  oCf , . .  . ,  a„ ;  et 
si  Ton  d^igne  par  Ci,  c^,. . .,  e^^  des  oonstantea arbitraires, 
Fintdgrale  generate  sera 

X=ct{ax-hb  p  -h  Ci  {ax  -4-  bf*  H- . . .  -h  f«  (^^  +  *)"'". 

Le  cas  ou  I'^uation  en  a  aurait  des  racines  imaginaires  ou 
^gales  se  traiterait  comme  dans  les  questions  pr^cedentes. 
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CHAPITRE  IX. 

TRANSFORMATIONS   PROPRES   A   ABAISSER   L'ORDRE 

DES  Equations. 


144.  Toute  equation  lineaire  de  Tordre  m 

peut  s'abaisser  a  Fordre  m  —  i ,  en  posant 
En  effet,  on  aura 

dx  '       fix^  dx        '       \ 

substituant  dans  la  proposee,  le  facteur  eJ^"*'  disparaitra, 
et  Tequation  sera  de  Tordre  m  —  i  en  t;  mais  elle  ne  sera 
plus  lineaire. 

Soil,  par  exemple, 


^'X  A     ^X  T. 


on  obtiendra 

df 


djg 


145,  Considerons  maintenant  une  Equation  ou  n'entrent 
ni  X  ni  /,  mais  seulement  deux  derivees  conseculives 
d'ordre  quelconque : 

F  /^^""'-^        ^\  -  o 
V  dx^-^  '       dx-  )  "^ 

On  posera        J^  =  /?,  et  il  viendra  F  (  /;,  -^  J  =  o ;  d*ou 
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Ton  tirera 

dx=f[p)dp  ct  x  =  Sf{p)dp^^  =  ^{p). 
Si  I'on  peut  resoudre  cette  equation  par  rapport  a  /i,  on 
connaitra  J^  en  fonction  de  jr,  et  par  une  suite  de  qua- 
dratures on  parriendra  a  avoir  j'  en  fonction  de  a:  et  de  n 
constantes  arbitraires.  Si  Ton  ne  peut  la  resoudre,  on  ob- 
tiendraj^  en  fonction  de  p  de  la  maniere  suivante. 

L'equalion  — — ^  =  p  donne 

^  =  Spdx  =fpf{p)  dp-^C; 

integrant  toujours  par  rapport  a  Xy  et.  remplacant  dx  par 
f(p)dp  dans  le  second  membre,  on  parviendra,  par  une 
suite  de  quadratures,  hj  =  ^  (p), 

Eliminant  p  entre  cette  6}uation  et  x  =  (f(p),  on  aura 
une  equation  entre  y^  x  el  n  constantes  arbitraires,  qui 
sera  I'integrale  generate  de  la  proposee. 

146.  Si  par  exemple  on  demandait  la  courbe  dont  le 
rayoQ.de  courbure  est  egal  a  une  constante  a,  il  faudrait  in- 
legrer  Tequation 


(-IT 


dy 
ou,  en  posant  -j-zzzp^ 

dp 

dx 

d  oil 

adp  ap  ^ 

dx  = *—r, ,     et     ^  =  "7===^  +  C, 

(i-f./.')^  V^'  +  ^'         . 

II.  1 4 
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Onpourrait  resoudre  cette  equation  par  rapport  a  />,  mais 

il  sera  plus  simple  d'exprimer  y  en  fonction  de  p  \  on  aura 


Connaissant  ainsi  deux  int^grales  prAnieres  de  la  propo- 
see,  il  sufiira  d'eliminer  ^*entre  elles  pour  obtenir  Tinte- 
grale  genei-ale,  qui  sera 

(j:-.C)^  +  (  J- €.)'  =  «% 

equation  d'un  cercle  ayant  a  pour  rayon,  et  le  centre  au 
point  arbitraire  dont  les  coordonnees  sont  C,  Ci. 

l^T.  Considerons  encore  ]e  cas  ou  les  ordres  des  deux 
derivees  auraienl  une  difference  de  deux  unites, 


Multipliant  par  idp  et  integrant,  itvient 

d'ou 

^  [p)  rcnfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  pent  resoudre  cette  equation  par  rapport  a  p^ 
on  connattra  y  par  n  —  2  quadratures,  qui  introduiront 
n  —  2  nouv elles  constantes  arbitraires^  sinon,  on  obtiendra 
y  en  fonction  de  p^  ew  integrant  n  —  2  fois   T^quation 

,  ^,  =  /?,  apris  avoir  multiplic  a  cbaque  fois  le  premier 
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n^embre  par  dx^  et  le  second  par  son  ^al  y  (p)  dp.  L'ex- 
pressiondej^  renfermera  ainsi  n  —  2  constantesarbitrAires, 
et  Telimination  de  p  entre  les  deux  equations  qui  donnent 
X  etf^  conduira  a  une  equation  enire  Xyyetn  constantes, 
qui  sera  I'integrale  generale  de  Tequation  proposee. 

148.  En  general,  si  Ton  a 


on  abaissera  Tordre  de  n  unites,  eti  posant  -—  =  p\f  et   si 
Ton  pent  integrer  I'equation 

puis  resoudre  par  rapport  a  j:,  ou  a  p,  on  obtiendra  I'equa- 
tion en  X  ely  par  les  m^mes  moyens  que  dans  les  cas  pre- 
cedents. 
Si  r equation  etait  de  la  forme 


K-'^- ••'£)=". 


on  pourrait,  par  lechangement  de  la  variable  independante , 
la  reduire  a  ksuivaute  : 

^  /       dx  tt"x\ 

dx 
etTabaisser  en  posant  ^  =  ^ 

sultera 


*  Mais  on  pent  encore^  dans  ce  cas,  poser  —  £=  p  •  11  en  rie- 


d'y  _dp  _     dp^ 
dx^        dx  dy 

d      ^  d      ^ 

d^y  _  __;^_^j^_„,f^  .  ^^, 

^3-      ^j,     -P     uy      "^   dy'^^dy^'    . 

>4. 
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et  ainsi  de  suite.  On  aurait  done,  en  subslituant  dans  la 
proposee,  une  ^nation  de  Tordre  m  —  i  entre  p  et  j. 

149^  Si  Tequation 

dy  d}y 
etait  homogfene  par  rapport  aux  quantiies/,  ;^^  ^,'  • ' ' ' 

on  pourrait  abaisser  son  ordre  d  une  unite. 

En  effet,  en  divisant  par  une  puissance  conv enable  de/, 
on  lui  donnera  la  forme 


On  posera  ensuite  J=//,  ce  qui  revient  a  posery  =  e/'^'. 
II  en  resultera 

lix"        -^  \dx         j 

rfa?»         ^  \dx^  dx         I 

y  serafacteur  dans  toules  ces  derivees,  et  I'equation  ci-des- 
sus  deviendra,  par  ces  substitutions,  une  Equation  deVordre 
^  —  I  entre  x  et  t, 

150.  Lorsqu'on  donne  Tequation  d'une  courbe,  renfer- 
mant  Tare  5,  et  qu'on  cberche  celle  qui  aurait  lieu  entre  x 
et  y  seulemeilt,  il  faut  differentier  I'equation  donnee,  rem- 
placer  ^5  par  ^dx"  -h  dy^,  et  eliminer  5  entre  cette  equa- 
tion et  la  premiere-,  on  aura  ainsi  une  equation  differen- 
lielle  entre  a:  et  /  seulement.  Si  I'equation  donn^e  peut 
fetre  resolue  par  rapport  a  5,  il  n  y  a  aucune  elimination  a 
faire  aprfe  la  differentiation. 
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Soil,  par  exemple,  s*  =  ajr^  d'ou  Ton  tire 


i  J. 

2        ? 

s  =:^a   jr  ' 


DifTerenliant,  il  vient 


on  tire  de  la 


2  V  dy' 


(ix /a 


equation  d'une  cycloi'de  rapporlee  a  son  sommet,  et  engen- 
dree  par  un  cercle  dont.  le  rayon  est  ^« 
Si  Ton  donne  une  equation  de  la  forme 


-(!)■ 


on  posera 


J=y,,     d'o&     s:=V{p). 


On  obtiendra  par  la  differentiation 


5=^w|  =  ^r?F. 


d'oul'oB  tire 


Si  Ton  pent  effectuer  ces  deux  quadratures,  on  obtiendra 
I'equation  entre  x  et  j^,  en  ^liminant  p  enlre  les  deux  equa- 
tions obtenues.  Si  Tune  de  ces  deux  equations  pent  etre  re- 
solue  par  rapport  k  p,  il  est  inutile  de  connaitre  I'autre, 
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puisque  Fan  aura  la  valeur  ^  en  fonctioii  de  x  ou  dej^,  el 

que,  par  consequent,  on  aura  Tequation  finie  en  ire  x  t\.  y 
par  une  simple  quadrature.  Soil  par  exemple 

dy 
5.-=.  a  arc  tana  -r— 

La  difTerentiation  donne  Tequation 

et,  par  suite, 

apdp 


dy  = 


Celte  derniere  s'inlfegre  immediatement,  et  donne 

_  \_ 

d'ou 

ax  =    ,  t 

et,  en  integrant, 

(a:  — c')'-f-(r  — c)»  =  «2, 

C'est  Fequation  d'un  cercle  3e  rayon  a,  place  d*une  ma- 
niere  quelconque.  Pour  saiisfaire  a  requation  donnee,  il 
faudra  prendre  pour  origine  des  arcs  Tun  des  points  ou  la 
tangente  est  parallele  a  Taxe  des  Xy  afin  que  Ton  ait5  =  q 

lorsque-^=  o. 

Integration  des  equations  homogenes  par  rapport  a 
07, J,  dx,  dy,  d^jr. 

151.  Soil 

(i)  P(x,x,da:,dy)=:o 
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une  equation  de  ce  genre,  et  dont  les  termes  sont  tons  finis, 
ou  infiniment  pellts  du  meme  ordre. 
Posons 

g 

y  =z  axy     dy=.  pdx ,     (Py  =  -  rfr*. 

En  faisant  d'abord  ces  substitutions  dans  Tequation  (i), 
J  et  ses  diflerentielles  auront  disparu,  et  tous  ses  termes 
seroQt  homogenes  par  rapport  a  a:  et  dx.  Ein  efFet,  ils  Te- 
taient  primitivement  par  rapport  a  x,  dx^y^  dy^  ^^f^  ^t 
Ton  a  substitue  a  ces  trois  demieres  quantites  des  expreg-* 
sions  homogenes  du  premier  ordre,  par  rapport  a  x  et  dx. 
Et  comme  tous  les  termes  doivent  6tre  du  m^me  ordre  iufi- 
nit&imal,  dx  disparait  necessairement,  et  par  suite  x. 
Done  I'equation  obtenue  sera  de  la  forme 

(2)  /(tt,^,  ^)  =  o, 

et  donnera 

q=:<f{py  u). 

Or  —  pent  s'exprimer  de  deux  mani^res  au  moyen  de  u 

et ;?,  car  on  a 

udx  -f-  xdu  =  jjfix , 
d'ou 

dx du 

X        p  —  u 
D'une  autre  part,  on  a 

q       dp                       .          dx       dp           dp 
-  =  -7-)     et,  par  suite,      —  =  -^  =.  —^ -. 

X       dx  ^      '  X         q        (f[p^  u)  . 

Egalant  les  deux  valeurs  de  — »  il  vient 
{3>  du    _      dp 
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equation  differeotielle  du  premier  ordre,  qui,   integree, 
donnera 

c  desigtiant  una  constante  arbitraire. 

Oil  connaitra  facilemenc  x  en  fonction  de  ii,  puisque  Ton 
aura 

fia:  du 

X        -^  [u^  c)  —  u 

d'ou,  en  design  ant  par  c  une  nouvelle  constante  arbitraire, 
et  par  Ix  (*^  ^)  Tintegrale  du  second  membre, 


r 
et  comme  11  =  -^,  on  aur^ 

X 


x=c 


Ai-'} 


et  Ton  connaitra  ainsi  I'inl^grale  generale  de  Tequation 
proposee. 

152,  Lorsque  le  second  membre  de  Fequation  (3)  est  de 
la  forme 

udp 

on  remplace  Tequation  (3)  par  la  suivante  : 

dx udp 

X  ""<p(/^)* 

qui  devient,  en  multipliant  par  -1 

<iy_  _  pdp 
d'ou  Ton  tire 


Ij 


_  Cpdp 
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Effecluant  rintegration  et  design  ant  par  c  une  constante 
arbitraire,  on  mettra  y  sous  la  forme 

Si  Fbn  peut  r^soudre  par  rapport  h  pyOn  ramenera  Tequa- 
tion  a  la  forme 

et  Ton  integrera  les  deux  membres  ^  sinon,  Ton  tirera  des 
equations  precedentes 

don 

'ip)dp 


-fH 


et  Ton  eliminera  p  entre  cetie  Equation  j^=  c^  {p). 

153.  Nous  trouverons  une  application  de  cette  metliode 
dans  le  problime  suivant  :  Determiner  la  courbc  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionncl  a  la 
norniale. 

On  obtient  immediatement  Fequation  differentielle 

m  etant  le  rapport  du  rayon  de  courbure  a  la  normale.  Le 
signe  superieur  se  rapporte  au  cas  ou  le  rayon  de  courbure 
est  dans  le  sens  de  la  normale,  et  le  signe  inf^rieur  au  cas 
ou  il  est  en  sens  contraire. 
Posant 

on  obtieut 

l-\-  p^  =  ZiZ  niun  ,      d  ou      <7  =r . 
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et)  par  suite, 

da mudp 

(;,_«)  —  +,4.  y,»' 

Equation  qui  ne  renlre  pas  dans  celles  que  nous  avons  in- 
tegrees.  Mais,  d'apres  la  remarque  faite  dans  le  dernier 
nuniero,  on  la  remplacera  par  la  suivante : 

dx  mudp 

—  =  qp ^,? 

d'ou  Ton  deduit  successivement 

dx mdp  djr mpdp 


'[i+P^     r 

log'^  =  iplog  (i  H-/?^)  =  log(i  4-/?^) 


Z. -T-lrw/'f   -1_  n2\  —  lo«^i   -l_Fi2\         2 


C 


m 


^v© 


dx  =z = 


f^V  \-.]     -■  =  ,&• 


r'"-.. 


f) 


11  y  a  des  valeurs  particulieres  de  m  qui  rendent  oeUe  intj^- 
gration  possible,  savoir  m  =  2,  w  =  i.  Elxaminons  succes- 
sivement ces  deux  cas. 
1**.  Soit  /w  =  2j  on  aura 


M'- 
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En  prcJhaut  le  signe  superieur,  on  a 

equation  d'unc  cyclo'ide  dont  la  base  est  situee  sur  TaiLe 

dcs  X,  et  dont  le  cercle  generaleur  a  pour  rayon  -»  dont  la 

valeurest  arbitraire.  Et,  en  effet,  on  sail  que  dans  touie 
cycloide  ainsi  placee,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
iiormale. 
En  prenant  le  signe  inferieur,  on  a 


djnz=: 


dou 


oa 


% 

equation  d'une  parabole  dont  Faxe  est  perpendiculaire  a 
I'axe  des  x. 

La  normale  se  rapportant  a  une  droite  donnee,  que  Ton 
a  prise  pour  axe  des  x,  si  Ton  cbangeait  cet  axe,  il  faudrait 
se  rappeler  que  la  normale  doit  ^tre  prolongee  jusqu^a  la 
droite  donn^e,  et  non  jusqu'au  nouvel  axe  des  X,  Mais  on 
peut  prendre  I'origine  en  tel  point  que  Ton  voudra  de  celtc 
ligne,  par  exemple  celui  dont  Vabscisse  est  c',  ce  qui  re- 
vienl  a  faire  c'  =  o  5  on  a  ainsi 


et  il  est  facile  de  terificr  que,  quel  que  soil  c,  la  parabole 
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representee  par  cette  equation  a  son  rayon  de  courbare 
double  de  la  normale  et  dirig^  en  sens  coutraire, 

2°.   Soil  m  =  I ;  I'equation  differentielle  de  la  courbe 
sera 

ax  ^z  — — • 

\/(f)--' 

En  prenant  le  signe  superieur,  il  vient 
dou 


ou 

^»-|-(x_c')«=:c% 

equation  d'un  cercle  quelconque  ayant  son  centre  sur  Faxe 
des  jC.  Et  Ton  voit,  en  effet,  qu'alors  le  rayon  de  courbure 
sera  toujours  ^gal  a  la  normale,  et  dirige  dans  le  m^me 
sens. 

Si  Ton  prend  le  signe  inferieur,  on  trouve 

dx  =      ""^^      f 
d*ou 


Rempla^aiit  x  —  c'  par  x,  on  obtient 


qui  se  reduit  a 


c'est  la  couibc  que  Ton  nomme  chatneile  :  elle  est  syme- 
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trique  par  rapport  a  I'axe  des  j^,  et  son  sommet  est  a  la  dis- 
tance c  de  I'axe  des  x.  II  est  facile  de  verifier  que  son 
rayon  de  courbnre  est  ^al  a  la  normale  et  dirige  en  sens 
contraire. 

Une  des  equations  que  nous  yenons  dc  trailer  pent  etre 
integree  plus  simplement  par  une  consideration  particu- 
liere :  c'est  celle  que  Ton  obtient  en  supposani  m  =  i,  et 
prenant  le  signe  superieur,  on  a  alors 

les  deux  premiers  termes  formant  la  derivee  de  y  —  >  on 
aura,  en  integrant, 

el,  en  integrant  de  nouveau, 

>  »  -h  (.r  —  c  '  =  c', 

equation  qui  ne  difTere  pas  de  celle  que  nous  avions  d^ja 

trouvee. 

154.  L'equation 

r/>'  d'y 

aurait  pu  4tre  traitee  plus  simplement  que  par  la  methode 
doiit  nous  avons  voulu  presenter  une  application.  On  aurait 
pu  Tabaisser  au  premier  ordre,  en  posant 

dx       ^  dx"       ^  dy 


etl'equation  proposee  serai  tdevenue 

dp 

I  -h  /3^  =r  qz  niyp  — j 


^fy 
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dy mpdp 


y       "^i-h/?'' 


et,  en  integrant, 


=F: 


^F-log^^iogl'-H/^')    o«     \-A        ='+/>% 


et,  par  suite, 


=V  ©'"-'  •'  '''= 


l=VK)    "-    «   -  =  ^^=T 


v/©^ 


m 


comme  nous  Tavions  trouve  par  la  premiere  methode. 
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CHAPITRE  X. 

Rumination   des   variables  emtre  les  equations 

diff^rentielles  simultan^es.  integration 

de  CE8  Equations. 


1S5.  Considerons  d'abord  deux  equations  a  irois  va> 
riables  x,  y^  z,  el  dans  lesquelles  on  peut  toujours  suppo- 
ser  que  les  derivees  soient  prises  par  rapport  a  la  meme 
variable  independante,  x  par  exemple  \  y  eX.  z  sont  des 
fonctions  de  x  qu'il  s*agit  de  determiner,  et  nous  commen- 
cerons  par  y  appliquer  le  developpemenl  en  series. 

On  peut  toujours  supposer  que  Ton  tire  de  ces  equations 
les  valeurs  des  coefficients  difTerentiels  de  Tordre  le  plus 
eleve  par  rapport  a  ^et  z,  s'ils  entrent  dans  les  deux  equa- 
tions. II  faut  toutefois  excepter  le  cas  particulier  ou  Teli- 
minalion  de  Tun  ferait  disparailre  en  m&me  temps  Tautre. 
Les  deux  equations  peuvent  donc^  en  general,  ftlre  €on9ues 
sous  la  forme 

—  =  F(^x,j,...,      ^^^,     z,...,      ^-^). 

--F.  I^X,  J,...,        ^-;j-^,        Z,...,        ^^^.j; 


si  Ton  prend  arbitrairement  les  valeurs  dej^, . . .,        _,? 

^»  •  •  •  >  Tlir,'  <iai^s  lesquelles  on  fait  x  =  o,  elles  serviront 
a  exprimer  toutes  les  derivees  suivantes  de  j^  et  z,  pour  la 
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valeur  jC  =  o,  et  Ton  pourra,  par  coDsequent,  developper 
y  et  z  par  la  formule  de  Maclaurin.  On  voit  que  leurs  ex- 
pressions renfermeront  m  -f-  n  constantes  arbitraires.  An 
lieu  de  la  valeur  particuliere  a:  =  o,  on  pourrait  en  cboisir 
une  autre  quelconque  Xo  et  employer  la  serie  de  Taylor. 

Si  relimination  de  — ^  avait  entralne  -7— » las^condedes 

equations  prec^dentes  serait  d'un  ordre  inferieur  a  n,  Ce 
cas  est  renferme  dans  celui  que  nous  allons  traite^. 

156.  .Soit  m  Fordre  le  plus  eleve  par  rappbrt  ky  dans 

les  deux  equations.  On  lirera  la  valeur  de  — —  de  Tunedes 

equations,  et  on  la  reporiera  dans  I'autre,  si  cette  derivee 
s*y  trouve;  il  n^y  aura  plus  alors  dans  celle-ci  que  des 
ordres  inferieurs  a  m  par  rapport  a  y.  On  in  tirera  la  va- 
leur de  la  derivee  la  plus  elevee  en  z,  et  Ton  aura  deux 
equations  de  la  forme 

dans  lesquelles  on  a  m  >  m',  et  n  <  n^  ou  n  >  n', 

1°.   Soit  n<;  «';  prenons  arbitrairement  les  valeurs  de 

e^-'j  </«'-•  z  '  1       J.  .    , 

X>  •  •  M  ^j,,,,  9     -2?, .  .  . ,     ^,_^  pour  a:  =  o-,  toutes  les  derivees 

superieures  seront  connues  pour  la  m^me  valeur  x  =  o, 
au  moyen  de  celles-ci  et  des  equations  (1)  et  (^),  de  sorte 
qu'on  pourra  effecluer  le  developpement  de  y  el  z.  Le 
nombre  des  consiantes  arbitraires  qui  y  enlreront  esi 
m  -f-  n\  et  dans  le  cas  acluel,  on  a  m  -H  /*'  >  m'  +  n, 
2°.  Soit  w>w';  le  developpement  de  j  exige  toujours 

que  Ton  connaisse  les  valeurs  de  -z, . .  . ,  -r—^  pour  a:  =  o. 
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Or,  depuis  Tordre  w',  elles  devront  elre  lirees  dc  Tequa- 
tioQ  (a)  et  de  ses  derivees  jusqu^a  Tordre  n  en  Zy  ce  qui 
conduira  a  Tordre  m'  -i-n  —  n'  en  jr.  Or,  si  Ton  avail 

m'-hn  —  vf^m^  requation  (i)  ferait  connaiire  — -^,  au 

moyen  des  derivees  d'ordres  superieurs  am,  et  eelles-ci  au 
moyen  d'autres  plus  elevees  \  on  ne  ponrrait  done  eflectuer 
le  developpemen  t  dej'.  On  doil  done  avoir  m -\-  n! '^  m! -{- n 
pour  que  le  calcul  precedent  puisse  faire  connaitre  y 
ct  z;  et  dans  ce  cas  le  nombre  des  constautes  est  encore  le 
plus  grand  des  deux  nombres  m  +  »'  et  m'  +  /i. 

157.  Si  Ton  avait  eu  m' -*- /i  >  m  + /i',  on  aurail  au 
moins  Tune  des  deux  inegalites  m'^niy  n^-  m';  soil  par 
exemple  m'^m.  On  tirerait  des  equations  donnees  les  va- 

leurs  de  - — ,  et  -r— ;  on  auraic  ainsi 


=/^'.r,...,  -^^^.^  ^,...,  -^.y 

cl  les  doveloppements  serai ent  possibles,  parce  que  les  equa- 
tions rentrent  dans  le  cas  precedent.  Le  nombre  des  con- 
stantos  serai t  m'  +  /i,  et  serai  t  encore  le  plus  grand  des 
deux  nombres  m'  +n  Glm-h  n\ 

158.  Supposons  raainlenant  un  nombre  quelconque 
d'equalions  simullanees,  qui  doivent  determiner,  en  fonc- 
lion  de  x,  les  variables  /,  z,  u^..,.  Nous  considererons seu- 
lement  le  cas  ou  Ton  pcut  les  concevoir  resolues  par  rap- 
port aux  coefficients  differcnliels  des  ordres  respective- 
ment  les  plus  eleves  par  rapport  aj^,  z,  u,...,  savoir 


d^y       d"z       dP_u 
IL 


daf"^      r/x"'      dxf^' 
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II  eslclair  qu'au  moyen  des  equations  donnees,  qu'on  dif- 
fi^reiitiera  indefiniment,  il  sera  suffisant  et  necessaire  de 
connaitre  les  valeurs  que  prennenty,  z,  m,...?  etlewrsderi- 
v^esjusqu'auxordresm — i^n  —  i^p — Ivm  inclusivement, 
et  dans  lesquelles  on  fera  x  =  o,  pour  pouvoir  effectuer  le 
developpement  de  chaque  variable  par  la  formulede  Ma- 
claurin.  Ces  constantes sont  entidrement  arbitraires,  et  leur 
nombre  est 

m  -4-  n  4-/>-l-..  .. 

159.  Laissant  de  c6te  maintenant  les  developpements  en 
series,  nous  allons  cliercher  a  eli miner  toutes  les  foncUons, 
except^  une,  et  ramener  ainsi  la  question  a  Vintegration 
d'une  seule  equation  differentielle. 

Proposons-nous  d'abord  d'eliminery  entre  deux  equa- 
tions dans  lesquelles  le  eoeflScient  differentiel  de  Tordre 

le  plus  eleve  par  rapport  ay  est-^et,  par  rapport  a  ^,  —  • 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  ces  deux  expressions 
entrent  dans  chaque  Equation,  combinees  d'une  mani&re 
quelconque  avec  les  coefficients  differentiels  des  ordres  in- 
ferieurs,  ainsi  que  j^,  z  etx.  Soient  ces  equations 

_   /  dy  (f"r  fiz  d*z\ 

I  dy  ify  fiz  el'z\ 

^'\'»^'  5S'-' .:5S^'  *'  di'"'  d^)=°- 

Si  I'on  differentie  ces  deux  equations  un  m^me  nombre 
de  fois  quelconque,  on  introduira  autant  de  nouvelles  deri- 
v^es  de  y  d'ordre  superieur  a  m,  et  un  nombre  double 
<l'^quations :  de  sorte  que,  si  Ton  effectue  ainsi  m  differen- 
tiations, on  aura  a  m  4-  a  equations  renfermant  y  et  ses 
2  in  premieres  derivees,  et  Ton  pourra  en  eliminer  toutes 
ces  quantit^s  par  les  regies  ordinaires  de  Talgebre.  Leur 
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by  Sterne  sera  raoiene  k  une  equaliou  de  Tordre  fn  -f-  n  entre 
z  el  x^  ^ii  Ton  pourra  tirer  la  valeur  de  z  en  fonction  de 
X  et  de  III  -4-  n  constantes  arbitraires,  et  a  2  m  +  i  Equa- 
tions dans  lesquelles  on  substituera  k  z  et  k  ses  d^rivees 
leurs  valeurs,  actuellement  connues,  et  elles  ne  renferme- 
ronl  plus  que  j^  el  ses  a/w  premieres  derivees.  Eliminant 
ces  derniferes,  il  restera  une  equation  entre  j^  et  x  et  les 
TO  4-  «  constantes  arbitraires  qui  se  trouvaient  dans  z. 

Ainsi,  en  general,  les  fonctiorts  y  et  z  renfermeront 
les  monies  constantes  arbitraires^  en  nombre  egal  a  la 
somme  des  nombres  qui  designent  Vordre  le  plus  cle^e 
des  equations  par  rapport  h  y  et  z  respectiv^ement. 

On  agirait  d'une  maniifere  analogue  et  Ton  arriverait  a 
des  consequences  semblables,  pour  un  nombre  quelconque 
de  fonctions,  avec  un  nombre  egal  d' equations. 

160.  Mais  11  pent  arriver  que  les  coefficients  differentiels 
de  I'ordre  le  plus  eleve  n'entrent  pas  a  la  fois  dans  les  deux 
equations. 

Supposons  que  les  coefficients  difTerentiels  de  I'ordre 
le  plus  eleve  soient,  dans  la  premiere, 

^/«  J         r/*  z 
et,  dans  la  secondc, 

dju'"'  '       dx''  * 

On  diflKrentiera  w'  fois  la  premiere  equation,  et  m  fois 
la  seconde.  On  aura  alors  m-hni'  -^  a  equations  renfer- 
mant  J  et  ses  d^rivees  jusqu'a  Vordre  m  H-  m\  On  pourra 
done  ^liminer  loules  ces  quantites,  et  il  restera  une  equa- 
tion entre  z  et  x,  dont  Tordre  sera  le  plus  grand  dies  deux . 
nombres  m  -h  n\  et  w!  -^  n\  et  cet  ordre  est  egal  au  nom- 
bre des  constantes  qui  entreront  dans  la  valeur  dc  z,  Sub- 

i5. 
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sliluanl  kz  elk  ses  derivees  leiirs  valeurs  connuc$,  dans  les 
f^^fn^^i  Equations,  on  en  pourra  eliininer  \^m  -H  m! 
derivees  dc  y,  el  il  reslera  une  equation  enire/,  x  ct  les 
conslantes  qui  enlrent  dans  z. 

J61.  Considerons,  en  parlicuHer,  le  cas  de  m  equations 
ou  toutes  les  derivees  sont  du  premier  ordre,  et  peuvent  en 
^tre  deduites  sans  que  Ton  rencontre  aucune  incompatibi- 
lite  ou  ind^termination  •,  on  aura  alors 


du  ,  V 

—  =  y(.r,  J,  z,...,   n); 


etd'apres  ce  qui  precede,  les  conslantes  arbitraires  seront 
les  valeurs  dey,  !?,.••>  "  correspondantes  k  x=  .Tq.  Si  Ton 
differentie  la  premiere  m  —  i  fois  et  qu'on  substitue  a  cha- 
que  fois  aux  derivees  du  premier  ordre  qui  s'introduisent, 
leurs  valeurs  tirees  des  equations  donnees,  on  obtiendra 
ainsi  : 


{«) 


-^=F«-,(a;,  J,  z,...,  a); 


et  il  n'y  a  plus  q\ik  eliminer  les  variables  ^, .  . . ,  m  qui 
sont  au  nombre  de  m  —  i .  II  en  resullera  pne  equation  de 
I'ordre  m  eny^  qui  donnera  la  valeur  de  celte  variable  en 


INT^GRATIOn    DES    £Q€AT101fS    D1FF£rEHTIELI.ES.        229 

fonccion  de  x  et  de  ni  constantes  arbitraires.  Subslituanl 
cette  valeur  dans  les  m  —  a  equalions  qui,  conjointement 
avec  requation  finale,  remplacent  le  sysleme  donne,  on  en 
(leduira  2 , . . . ,  u  en  fonction  de  x  et  des  memes  consumes 
arbitraires. 

Remarque.  —  Si  les  int^rales  de  ces  equations  sont 
mises  sous  la  forme 

+  (*>r> ^, •.-,«)  =<^>    +.(^>rf  2> •••,«)  =  <••,. •. 

qu'on  les  differentie,  et  qu'on  remplace-^> '  ' ' '  T"  P^^ 

leurs  valeurs  en  or,  y,  2, . . . ,  11,  les  equations  qu'on  ob- 
tiendra  entre  ces  variables  seront  des  identltes  5  car  toute 
^uation  deduite  des  integrates  el  des  donnees  doit  feire 
satisfaite  par  des  valeurs  arbitraires  j^o 5  -^o*  •  •  •  >  ''o  cor- 
respondantes  a  un  a:  arbilraire  oto* 
On  a  done,  quels  que  soient  a:,  ^,  ^, . .  . ,  1/, 

et  ainsi  des  autres. 

D'ou  Ton  voit  que  chacune  des  fonclions  ^,  ^'o'  •>  ^m^\ 
est  une  solution  de  Tequation  aux  differenlielles  parti  ell  es 

s; "^  ^^"^^ -^^  '^' •  •  • '  "^ ;^ "^  •  •  •  "^ '?('^' •^*-  •  • ' ")  s;i  "^  ^ ' 

dans  laquelle  u  designerait  une  fonction  des  variables  inde- 
pendantes  x,  y,  z, . . . ,  m. 

Cette  remarque  nous  sera  tr^s-utile  dans  Tintegration 
des  equations  difTerenlielles  parlielles. 

162.  On  pent  ramener  au  cas-des  equations  du  premier 
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ordre  celui  dans  leqjael  on  suppose  que  Ion  puissc  expri- 
mer  les  derivees 

^my  fln^  flpf^ 

^'     ^'     ^^'  *  *  *' 

an  moyen  de  celles  d' ordre  inferieur. 
En  effet,  si  Ton  pose 


dx-^' 

dx-^  '•' 

•'          dx      =^'"-"' 

dZ-'' 

-dl-''- 

••         dx      =^'"-"' 

du 

—  =  u', 

fix 

dn' 

■'         dx     ="^^-'' 

les  equations  propos^es  donneront  les  valeurs  de 

fly{m-~\)  dz^"-')  du^P-^) 

■       ■    '      )  — — — .    ^  !■      J       •         •       • 

rfo?  </r  r/x 

en  fonction  de  a:,  j^,  yv>  y^'""'*N  -2^9  ^'j*  •  •?  ^^"~*^  w, 
11', . . . ,  M^P"*\  En  les  joignant  aux  equations  precedentes, 
on  aura  un  systime  compose  de  m-^  n-\- p  -\-. . .  equa- 
tions du  premier  prdre  que  I'on  inlegrera  comme  dans  le 
cas  precedent. 

163.  Nous  avons  suppose  precedemment  que  les  equa- 
tions donnees  du  premier  ordre  pouvaient  etre  rcsolues  par 
rapport  a  toutes  les  derivees,  qui  se  trouvaient  alors  expri- 
mees  en  fonction  des  variables  el!es-m6mes  5  mais  il  pour- 
rail  en  arriver  autrement  sans  que  les  equations  fussent 
incompatibles. 

Si  Ton  con^oit  que  Teliminalion  des  derivees  se  fasse, 
par  exemple,  en  tirant  de  Tune  des  m  equations  la  valeur 

de  —  ct  la  reporlant  dans  toutes  les  [m — j)  autresj  puis 
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fiz 
lirant  —  d'une  de  ces  derniires ,  et  la  reportant  dans  les 

m  —  a  autres,  et  ainsi  de  suite^  on  parviendra,  en  g^n^ral, 
a  eYprimer  la  derniire  d^rivee  au  moyen  de  a:,  y,  z, . . . , 
et,  par  suile,  toutes  les  autrcs.  Mais  si  Tune  de  ces  substi^ 
tations  faisait  disparaitre,  dans  toutes  les  equations  ou  on 
la  fait,  n  derivees  en  outre  de  celles  que  Ton  substitue,  on 
aurait  un  systeme  d'^quations  dont  le  nombre  surpasserait 
de  n  celui  des  deriTces,  et  relimination  de  celles-ci,  en  sup- 
posant  qu'il  ne  se  rencontre  pas  de  nouvelles  variables, 
conduirait  a  n  equations  entre  les  variables  m^mes 
^?  /)  ^5«-'  sans  conslantes  arbitraires.  On  pourrait  en 
lirer  les  valeurs  des  x  variables  dont  les  derivees  ont  dis* 
para,  et  il  resterait  m  —  n  equations  differentielles  resolues 
par  rapport  aux  derivees,  Les  integrates  du  syslime  propose 
ne  renfermeraient  alors  que  m  —  n  constantes  arbitraires. 
Soient,  pour  exemple,  les  trois  equations 

df  dz  da 

dx  dx  dx 
dy           dz  du 

dx  dx  dx 

dy  dz  du 

dx  dx       *  dx 

dy  . 

L'elimi nation  de  -j-  conduit  aux  deux  equations 

/  .du 

dz       ,.  .  dy  ,  „        ,,.     .       du 

X  ^  disparu  en  meme  temps  que  —  •,  et  si  1  on  eliinme  — 

entre  ces  deux  equations,  il  en  resultera  une  autre  entre 
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x^  y^  z  qui  sera 

5  —  x^         xz  — 


y  —  X  X  -^  z 

OU 

y' -4-  2'  —  xyz  -^  xz-—xy  —  a?z=io. 

On  en  pourra  tirer  z  en  x  et  /,  et  1  on  connaitra  ~  el 

-J-  en  fonction  de  x  ety»  On  rentre  ainsi  dans  le  cas  pri- 

mitivement  traite,  et  Ton  obiiendra  les  valeurs  de  u  et  j, 
et,  par  suite,  de  z,  en  fonction  de  x  et  dc  deux  constantes 
arbitraires. 
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CHAPITRE  XL 

Equations  lini^aires  simultanees. 


164,  Si  ces  equatious  sont  toutes  du  premier  ordre,  on 
a  un  cas  particulier  de  la  demiere  question  ]  c^est  celui  ou 
les  fonctions  F,  y, . . . ,  (f  sont  lineaires  par  rapport  a  y^ 
;8,...,  tf,  et  renferment  x  d'une  mani^re  quelconque, 
et  il  est  facile  de  voir  qu^alors  Fequation  finale  en  y  est 
lineaire. 

Quant  a  la  determination  des  autres  inconnues,  il  est 
important  d'observer  que,  Teliminalion  ay  ant  lieu  entre 
des  equations  du  premier  degre  en  z, . . . ,  u,  lorsqu'on  con- 
nailraj^,  on  tirera  les  valeurs  de  ces  inconnues,  de  celles 
que  Ton  voudra  des  equations  (i)  elles-m^mes •,  car  ces 
equations  doivent  etre  satisfaites^  et,  de  plus,  ne  donneront 
qu'une  seule  valeur  pour  chaque  inconnue. 

Si  ces  ^nations  ne  sont  pas  du  premier  ordre,  on  pent 
les  traiter  par  les  methodes  indiquees  precedemment.  On 
peat  aussi  les  ramener  a  des  equations  du  premier  ordre, 
en  posaut,  comme  nous  Tavons  deja  fait, 

clde  meme  pour  les  variables  z^,  ,  .^  u. 

On  aura  ainsi  un  plus  grand  nombre  d'cquations  ^  mais 
il  y  en  aura  toujours  un  nombre  inferieur  d'une  unite  au 
nombre  total  des  variables,  et  elles  seront  lineaires  ci  du 
premier  ordre  par  rapport  a  toutes  les  variables. 
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Si  par  exemple  on  avail  les  deux  equations 


r/.r'  (U^  dx  dx 


*S  +  ''e  +  <^S+''5;+e^  +  F'  +  h  =  <>. 


elles  seraient  remplacees  par  le  syslime  suivant : 

dx  —  ^'     Th:^^'' 
A  ^  +  B  — 4-Cy-|-Dz'+Ej  +  Fz  -hH  =  o, 

A'^  H-B'^  +  C'/'-f-D'z'-f- E'j+ F'^-f.  H'=  o. 

Les  deux  derniires  donneront  ^»    ^  en  fonciion  li- 

dx      dx 

iieaire  de  y\  z\  y^  z  ;  et,  en  operant  comme  nous  I'avons 

indiqu^j  nous  aurons  quatre  equations  de  la  forme  sui- 

vante : 

^=  M'/  4-  N'z'  +  Vy  4-  Q'z  +  R', 
^  =  M"y  +  N"  z'  +  Vy  +  Q"  8  +  R". 


On  eliminera  z,  z',  ;^  entre  ces  quatre  equations,  et 
Ion  aura  uue  equation  liu^aire  du  quatri^me  ordre  en  y. 
Qaand  ellc  sera  integr^e,  on  substituera  la  valeur  de  /  dans 
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trois  des  premieres,  el  Ton  en  tirera  la  valeur  de  z  qui  ren- 
fermera  les  quatre  conslantes  qui  enlrenl  deja  dans  y.  Si 
Ton  avail  suivi  Tautre  marche,  on  aiirait  dilTerentie  deux 
fois  chacune  des  equations  donnees,  et  l.'on  aurait  eu  six 

equations  entre  Jesquellcs  on  aurait  elimine  ^,  —»•••>  ^-j- 

On  aurait  ensuile  subslitue  a  j^  sa  valeur  en  fonclion  de  x 
elde  qualre  conslanles  arbitraires,  dans  les  cinq  equations 
conjointes^  et  I'on  en  aurait  lire  la  valeur  de  z  en  fonclion 
de  X  et  des  m^mcs  constant es  arhitraires. 

liquations  lineaires  simultanees  du  premier  ordre» 

165.  Ces  equations  peuvent  Aire  resolues  par  rapport 
aux  derivees  des  m  variables  y,  jz,.  . .,  k;  et  nous  suppo-' 
serons  d'abord  que  les  coefficienls  de  ces  variables  soiciit 
des  conslanles  donnees,  mais  que  les  lermes  qui  en  sont  in- 
dependants  puissenl  &ire  des  fonclions  quelconques  de  x. 
Nous  aurous  des  equations  de  la  forme  suivante: 

(tx 
dz 
i)  {  djo 


\  dx 

On  pourrait  les  traiter  par  les  melhodes  precedenles,  et 
i'oQ  parviendrail  a  une  equation  lin^ire  de  Fordre  m  a 
coefficients  constanls.  Mais  il  est  plus  simple  d'employer  le 
piocede  suivanl : 

Multipliant  ces  equations,  a  partir  de  la  seconde,  par  les 
indeterminees  9j,  62,...,  6,„_i,  puis    les    ajoutanl,  nous 
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auroiis 


dx 


(^) 


+  (A.-J-A,G.4-...-t-A,0«.,)j 

-f-(P.  4- Pa©. +.  ..-+-P«0—,)a 

Or  cette  equation  ne  renfermeraii  plus  que  la  seule  va- 
riable y  -h  01  ^  H- . . .  H-  6,„_i  w,  si  les  rapports  des  coeffi- 
cients de  ^, . .  • ,  u  au  coefficient  de  j^  etaient  respectivement 
01,  flj,. .  ,  0,n-i5  et  ces  conditions  determineront,  comme 
on  va  le  voir,  les  valeurs  de  0i,. . .,  9,„.i.  Si  I'on  designe 
par  —  a  le  coefficient  indetermine  de  j^  on  sera  conduit 
aux  m  equations 

IA, +  A,0, -h...-f-  A„0«-,  =  — fl, 
B, -+-B,0,  4-...H-  B„,0«_,  =  ~«O,, 

P.  4-Pa0.  H -hP«e„«.  =  — a0«-.,. 

Ces  equations  determineront  les  m  inconnues  a,  9i, . . . , 
^m-i )  et  si  Ton  designe  par  X  la  fonction  connue 

Xi  +  Xj  0|  -f- . . .  -h  Xfl,  0o,_i , 

Tequation     (a)     deviendra ,     en     faisant    /  +  0i  ^  -!- .  •  - 

(4)  £— =  ^. 

Equation  lineaire  que  I'on  sait  integrer.  Mais  occupons-nous 
d'abord  de  la  resolution  des  equations  (3). 

En  laissant  de  cdte  la  premiere,  on  a  m  —  i  Equations 
du  premier  degre,  qui  determineront  9,,  6j,. . .,  Sm»i  en 
fonction  de  a\  les  reporlanl  dans  la  premiere,  on  n'aura 
plus  que  Tinconuue  «,  et  il  est  facile  de  voir  que  requaliou 
sera  du  degrc  m.  En  effel,  si  Ton  reunit  les  coefflcienls  des 


INTEGRATION    DES    iSQUATIONS    DlFFl£l\ENTIFLLES.        237 

m^mes  inconnues  dans  les  m  —  i  equations  d'ou  Ton  tire 
9i»...,  6m-i>  on  observera  que  a  entre  au  premier  degre 
dans  ]e  coefficient  de  di  dans  la  premiere,  de  0^  dans  la  se- 
conde,  etc.,  enfin  de  6,„_i  dans  la  derniere,  et  que,  de  plus, 
il  n'entre  dans  aucun  autre.  Done  le  denominateur  com- 
man  des  valeurs  dc  ces  inconnues  renfermera  a  au  degr^ 
m  —  I ,  et  le  num^rateur  au  degre  m  —  2  seulement.  Quand 
on  fera  la  substitution  dans  la  premiere  et  qu  on  chassera 
le  denominateur,  on  aura  evidemment  une  ^nation  du 
degre  m  en  a, 
Actuellement,  I'equation  (4)  donne 

P  =  c"  (C  '•{'fX(r"dx)  z=y  -f-  0,  z  4-. .  .4-  0«-i «. 

Si  Ton  met  successivement  dans  ceite  equation  les  m  va- 
leurs de  flf,  on  aura  a  chaque  fois  des  valeurs  differentes 
pour  61, . . . ,  e,„.i,  et  Ton  pourra  prendre  pour  la  constante 
C  des  valeurs  differentes  arbitraires,.  puisque  toutes  ces 
equations  subsistent  independamment  les  unes  des  autres. 

On  aura  done  ainsi  m  equations  du  premier  degr^  entre 
xet  les  m  variables  j^,  ^,...,  i*.  Les  valeurs  de  ces  variables 
en  fonction  de  x  renfermeront  m  cons  tan  tes  arbitraires,  et 
seront  de  la  forme 

Ij=a.e«i'(C»+/X^-«''rf:c)-ha,^«^(C,-h/Xe-««'//x)-h..., 

Les  valeurs  des  constantes  se  deiermineront  tres-facilement 
si  pour  une  certaine  valeur  x^  de  x  on  connait  les  valeurs 
)"o,  Zo,...,  Wo  des  fonctions  y,  z,.  .,  m.  En  cffet,  on 
prendra  pour  plus  de  simplicite,  toutes  les  integrales  a  partir 
de  r^^j  et  si,  dans  la  valeur  de  v  trouvee  ci-dessus,  on  fait 
a:  =  Xo,  on  aura 

Cc«'«  =  ro  4-  0.  »•  -f-  . . .+  0^_,,  w„, 
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ce  qui  determine  la  constante  C  relative  a  une  quelconque 
des  valeurs  de  ^z,  0|, . . .  On  connaitra  done  ainsi  les  m  con- 
stantes  Ci,  Cs,*  •  •  ^  C,„. 

Si  les  seconds  membres  des  equations  (i)  ^taient  nuls,  on 
aurait  seulement 

J  =  C,  a,  e"^*  -f-  Cj  a,  e-"**  -4- . . . , 


Si  Ton  suppose  louies  les  constantes  nuUes,  excepte  une, 
on  aura  des  solutions  de  la  forme 

Les  rapports  des  variables  sont  constants,  quel  que  soil  C, 
et  les  valeurs  generales  sont  formees  des  sommes  de  ces 
solutions  particulieres  correspondantes  aux  divers  exposants 

166.  Soient  pour  exemple  les  deux  equations 
(a)  ~^-4- Aj-hBzz=o,      ~4-A,/-f-B,a=:o. 

Multipliant  la  seconde  par  5,  et  Tajoutant  a  la  premiere,  il 
vient 

d(j-^z) 
dx 
Posoiis 


4-  (A  4-  0A,)r  -t-  (B  +  0B,)2  =  o. 


(6)  j4-02  =  «',     A-4-0A,=  — fl,     B-hOB,=r  — ii9, 
Fequation  pr^cedentc  deviendra 

(7)  ;te-'"'  =  *'' 
et  9  sera  determine  par  Tequalion 

=A  +  0A„ 


imtAgration  des  Equations  diff£rektielles.     aSg 
ou 

(^)  A,0»4-(A  — B.)0  — B  =  o. 

Soient  9i,  9j  les  deux  racines  de  cette  equation;  v^y  j',  les 
valours  correspondanles  de  t^-,  a^  a^  celles  de  a;  on  aura 

J  +  0,  2  =  p,  ,       jr  -f-  e,Z  =  P,, 

d'ou  Ton  tirera 

p,— p-,  P,  ©a — PjO, 


(0 


G,~0. 


Or  Tequalion  (y)  doiine  p'=:Ce''',  el  si  I'on  designe  par 
Ci,  Ca  les  valeurs  de  la  constante  C  correspondanles  a  dj, 
di,  les  equations  (e)  deviendront 

(«)        '=      0,^0.      -    ^= 97:17; 

Si  les  racines  de  Tequation  [d)  etaient  imaginaires,  les 
valeurs  de  y  et  if  se  presenteraient  sous  une  forme  imagi- 
naire,  et  on  leur  donnerait  la  forme  r^elle  par  les  transfor- 
mations ordinaires.  Mais  si  ces  racines  etaient  egales,  les 
denominateurs  de  y  et  z  deviendraient  nuls;  alors  les  for- 
mules  (f )  seraient  absurdes,  a  moins  qu'on  ne  supposat, 
comme  on  pent  le  faire,  que  les  constantes  Cj,  Ci  de- 
vinssent  egales  en  m^me  temps  que  flj,  Oj,  etces  formulcs 

donneraient  les  valeurs  de  r  el  z  sous  la  forme  -• 

"^  o 

Pourdeduire  des  equations  (^)  les  valeurs  relatives  a  ce 
cas  particulier,  on  pourra  supposer  que  les  coefficients  des 
equations  (a),  ou  seulement  Tun  d'eux  choisi  a  volonle, 
soient  modifies  de  maniire  que  les  valeurs  de  0  ne  soient  plus 
egales,  ct  qu*on  fasse  tendre  cnsuitc  ces  coefficients  vers  les 
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valeuis  donnees.  II  suffira  de  trouvcr  les  li mites  des  valeurs 
de  y  et  z^  avcc  deux  conslanles  arbilraires,  pour  avoir  la 
solution  cherchee.  On  pourrait  suivre  pour  cela  la  memc 
marche  qui  a  ^te  suivie  precedemment  dans  un  eas  scm- 
blable;  mais  il  est  possible  d'abreger  le  calcul  par  les  con- 
siderations suivantes,  qui  sont  applieables  dans  d'aulres 
circonslances. 

On  remarquera  d'abord  que  les  deux  termes  des  fractions 
qui  representent  j^  et  z  pen  vent  felre  regardes  comme  des 
fonctions  de  la  variable  02  qui  tend  vers  la  limite  di  :  car  a 
depend  de  6,  par  la  seconde  des  equations  (6),  et  la  con- 
stante  Cj  tendant  vers  Ci  pent  6lre  consideree  comme  une 
fonction  arbitraire  de  ©j,  ayant  pour  limite  Ci.  On  pourra 
alors  traiter  les  formules  (^)  d'apres  les  rigles  ordinaires 

relatives  aux  fractions  qui  se  reduiscnt  a  -  pour  une  valeur 

particuliere  d'une  lettre  qu'elles  renferment. 

Differentiant  done  par  rapport  a  0,  les  deux  termes  des 
fractions  qui  representent  j^  et  z,  on  aura  pour  la  pre- 
miere 

et  pour  la  seconde 

«02  a^2 


et  Ton  aura  les  limites  dej^  et  Zy  en  faisant  dans  ces  expres- 
sions  02  =  6,,  aj  =  «!,  C,  =  Ci,  et  observant  que  -r^  sera 
une  constante  enliii^ement  arbitraire  C,  puisque  Cj  est  une 
fonction  arbitraire  de  02.  Quant  k  — -%  on  en  determiuera 
la  valeur  au  moyen  de  la  seconde  equation  (S),  dans  la- 
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quelle  on  considerera  A  et  Ai  constants,  el  qui  donne 

da 

—  —  —A. 

^9 

On  trouvera  ainsi,  pour  le  cas  des  racines  egales, 

z  =  (C  — C,A.x)c->',    j  =  (C,  — ©,C-+-O.C,A.a:)«««'. 

167.  Si,  dans  les  Equations  (i),  les  coefBcients  A,, 
As, .  . . ,  Pi,  Pi, . . .  etaient  fonction  de  x,  la  m^thode  em- 
ployee devrait  n^cessairement  Atre  modifiee,   parce   que 

dy       n    ^^  n         ^^  •111^.,-. 

^  +  01  ^  -h  . . .  -f-  »«_i  ^  ne  serai  t  plus  la  derivee  de 

7  +  01  ^  4- . . .  -h  9m_i  M,  vu  que  les  facleurs  0i , . . . ,  6,„_i 
ne  pourraient  plus  fetre  constants.  Ndanmoins  on  commen- 
cerait  de  la  mfeme  maniere,  el  Ton  poserait 

d'ou  I'on  lirerait    . 

dx  dx         ' '        "^'^  dx       dx  dx        '  '  '  dx 

L' equation  prec^dente  servirait  a  eliminer  y  de  Tequation 
obtenue  en  ajoutant  les  m  equations;  on  ^galerait  ensuite 
a  zero  les  coefficients  des  m  —  i  variables  ^, .  •  •  i  "9  dans 
cette  equation ;  il  en  r^sulterait  d'abord  m  —  i  equa- 
tions non  lineaires  du  premier  ordre  entre  les  m  —  i  va- 
riables 0j,. . .,  fl„,-i,  et  en  outre  une  Equation  du  premier 
ordre  en  i^,  que  Ton  iraiterait  apres  la  determination  de 

015-  ••  J  ^m-l- 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  procede,  soient  les  deux 
equations 

(a)        ^-4-A7-f.Bz=:X,      -^ -h  A,/ -4- B.z  =:X,  ; 

mulli pliant  la  seconde  par  6,  et  I'ajoutant  a  la  premiere, 
II.  16 
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il  vient 

(^)  4^4.  0  ^-f-(A-h9A,)rH-(B  +  ©B,)2  =  X-hOX.. 
'   d.T  ax 

Posons 
et 


^9z  = 

^, 

d'Oll 

r 

=  p- 

dx 

_  dv 

— 

£/0 

Tequation  (6)  devient  alors 

~  — 2r4^-+-A,0^-h(A  — B,)0-BlH-(A+dA,)«>  =  X4-0X,. 

Si  Ton  egale  a  zero  le  coefficienl  de  z^  on  aura,  au  lieu  de 
celte  equation,  les  deux  suivantes  : 

(  ^-hA.0'4-(A-B,)e  — B  =  o, 
(  ^H-(A-heA.)('  =  X4-0X,. 

On  commencera  par  chercher  a  inlegrer  la  premiere,  qui 
ne  renferme  que  6  et  a:*,  et  si  Ton  pent  y  parvenir,  la  se- 
conde  donnera  v  sans  difficulte.  On  determinera  ensuite 
y  ex  z  en  prenant  deux  valeurs  de  0  correspondantes  a  deux 
valeurs  de  la  constante  qu'elle  renferme. 

Si  les  coefEcients  sont  constants,  on  pent  satisfaire  a  la 
premiere  des  equations  (c)  en  posant 

A,0'-h(A  — B,)G--B=:o, 

ce  qui  donnerait  pour  0  deux  valeurs  5  on  en  trouverait,  par 
suite,  deux  pour  f^,  et  Ton  en  deduirait  j^  et  z.  On  pourrait 
aussi  integrer  generalement  T^uation  en  9,  et  prendre 
deux  valeurs  de  celte  fonction  de  x  correspondantes  a  deux 
valeurs  de  la  constanle,  comme  dans  lecas  ou  les  coefficients 
etaient  fonctions  de  x. 

Ce  dernier  proced^  sera  applique  avec  avantage  au  cas 
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ou  les  deux  raciiies  de  requation 

etant  egales^  les  formules  donnees  par  le  premier  devien- 
nent  illusoires.  Dans  ce  cas,  on  a,  en  designant  par  a  cette 
valeur  de  0, 


d'ou 


l=ra-h 


A,a:  -4-  c 

c  ^tant  une  constante  arbilraire.  En  donnanl  a  c  les  deux 
valeurs  oo  et  o,  qui  sent  ici  les  plus  commodes,  on  trouve 

pour  0  les  deux  valeurs  a  et  a  -4-  - —  qui,  substituees  dans 

Ai  X 

la  seconde  equation  (c),  donneront  deux  valeurs  de  (^,  d'ou 
Ton  tirera  j^  et  z. 

168.  ^ litre  methode  dans  le  cas  des  coefficients  con- 
stants. —  Lorsque  les  derniers  termes  Xi , . .  .  ,  X,„  des 
equations  (i)  manquent,  on  remarque  d'abord  que  la 
somme  de  plusieurs  systemes  de  valeurs  de  j^, . . . ,  u^  qui 
satisfont  s^pardment  a  ces  equations,  y  satisfait  aussi,  et 
que,  par  consequent,  il  suflGt  de  irouver  m  sys times  renfer- 
mant  chacun  une  cons  tan  le  arbilraire. 

Pour  cela  on  etablira  des  rapports  determines  arbitraires 
entre  les  variables,  en  posant 

d'ou  r^sulleront  les  equations  suivantes  : 

dr 

-f -]-7(A,-hB,a  +  .  .  .-4-P,f*)  =  0, 
a.x 

a -^  H-r{  A: -h  B,a -h  .  .  . -h  Paf*)  =  O, 


dr 

f*^  4- j(A«  H- B;„a-f-,  .  .-|-P„fx)  =  o. 


i6. 
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Pour  que  ces  equations  s'accordent,  on   aura  les  m  —  i 
conditions  r^ 

A^-f-BaaH-..  .-|-P,p  =  a(A,  +  B,a +.  .  .  +  Pip), 


A,„4-B«a  +  ...  +  Pmft  =  /A(A, -4-B,a+...+  Pifx), 

ou,  en  introduisant  une  nouvelle  inconnue  —  a  qui  re- 
presenle  le  facteur  commun  a  tous  les  seconds  membres, 

A,  4-B,a  +...4-P,  fA=  — fl, 
A2  +  Bja  -H.  •  .-f-  PafA  =  —  au. 


(6) 

Am-f-B^a-i-.  .  .-h  P™fx=  — flfA. 

Si  des  m  —  i  dernieres  on  tire  les  valeurs  de  a,  S^.-m  |^j 
on  reconnaitra,  comme  dans  le  cas  precedent,  que  I'equa- 
tion  en  a  sera  du  m'^'"*  degr^  :  et  il  serait  facile  de  prouver 
I'ideniite  de  ces  deux  equations  en  a,  d'apr^s  la  forme  des 
equations  (3)  et  (6). 

Pour  chaque  valeur  de  a  on  aura  un  systeme  de  valeurs 
de  a,  S,...,  fx,  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  connaitrey,  qui 
sera  donne  par  Tdquation 

dy 

d'ouj"  =  Ce"*^,  C  etant  arbitrairej  on  aura  done  une  so- 
lution des  equations  proposees,  en  prenant 

On  aura  m  systimes  semblables,  en  prenant  pour  a  ses  m 
valeurs  \  ils  renfermeront  chacun  une  constante  arbitraire, 
et,  en  les  ajoutant,  on  aura  la  solution  generale  de  la  ques- 


INTEGRATION    DES    I^QUATIONS    DIFFI&RENTIELLES.       245 

tion,  exprim^e  par  les  formules  suivantes  : 


(7) 


Si  plusieurs  des  racines  at,  aj,.  . .,  a^  devenaient  egales, 
on  agirait  comme  on  I'a  deja  fait  en  pareille  circonstance, 
et  les  valeurs  de  j^,  ^j.«j  "  coniiendraient  loujours  m 
constantes  arbitraires. 

469.  II  est  facile  de  passer  de  ce  cas  a  celui  des  equa- 
tions (i)  :  il  suffit,  pour  cela,  de  substituer  aux  constantes 
Cj,  Ci,...,  C„,  des  fonctions  de  x^  comme  nous  I'avons 
deja  fait  dans  une  circonstance  analogue. 

DifTerentiant  les  equations  (7)  et  reportant  les  valeurs 

de— v>  -T-  dans  les  Equations  (i),  il  ne  restera  que  les 

termes  affectes  des  diflerentielles  de  Ci,...,  C„„   et  les 
seconds  membres  Xi, . . . ,  X„. 
On  aura  ainsi 

dx  dx  dx 


dCi  dC^  dCn, 

^'^"  'd^  "^  ^'^''  "^  "^  •  •  •  "•"  ^"^'"'  "d^^^'"' 

On  tirera  de  la  les  valeurs  de-7-^  v?  -7-^  en  fouction 

dx  dx 

de  X5  et,  en  les  integrant,  on  connailra  Ci, .  .  . ,  C,„.  Si  on 

les  substitue  dans  les  equations  (7),  on  aura  les  solutions 

generates  des  equations  (i),  renfermant  les  m  constantes  qui 

provicnnent  des  quadratures  relatives  a  Ci,...,  C,„. 

170.  On  pent  appliquer  a  plusieurs  equations  simulla- 
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nees  une  remarque  qui  a  ete  faite  pr^cedemment  dans  le  cas 
d'une  seule  equation  difTerentielle. 

Soient,  par  exemple^  les  deux  equations  du  premier 
ordre 

(i)       F(x,  jr,  z,  y,  z')  =  o,    f[x,y,z,y,z')  =  o, 

dans  lesquelles  on  suppose  y'  =c  -—j  z  ■=.  —• 

Admettons  qu'on  connaisse  les  integrales  generates  de 
ces*deux  equations,  et  repr^sentons-les  par 

(2)  ^.=  (j)(a?,  a,   b),      z=z^{x^  a,   b), 

a  et  b  etant  deux  constantes  arbitraires. 

Les  equations  (i)  deviendraient  identiques  en  a:,  a,  &, 
si  Ton  y  substituait  les  expressions  (2).  Si  nous  les  difie- 
rentions  par  rapport  a  a  dans  cette  supposition,  nous  au- 
rons  des  resultats  identiquement  nuls  •,  d'ou  r^sulteront  les 
equations 

d¥  ^        dF_dz        d¥efy^        ^^_ 
dy  da        dz  da        dy'  da         dzf  da  ' 

dy  da        dz  da        dy*  da         dz'  da 

dy  dz 

ou,  en  posant  —-  =  /*,  —  =  ^/, 


=  o. 


/  dY  „.  


\    df  df 


^F  ^F  du        dF  du 

dz  dy'  dx        dz'  dx 


dy  dx        dz'  dx 


Concevons  maintenant  que  dans  les  coefficients  -7— •••  -r*" 

^  dy       dy 

on  ait  remis  pour/,  z^  y^  z'  leurs  valeurs  en  a:,  a,  fc,  on 
aura  deux  equations  lineaires  en  m,  v^  a  coefficients  fonc- 
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lions  de  x,  qui  seront  satisfaites  quand  on  y  meltra  pour 


11  el  ^  les  fonclions  -7^?  -r-- 
da     da: 


On  verrait  semblablement  que  les  equalions  (3)  admet- 

,     .        dio    d^ 
lent  pour  solution  -^7^  -tt* 

Done,  si  Ton  designe  par  A  et  B  deux  constantes  aibi- 
traires,  les  inlegrales  generales  des  equalions  (3)  seront 


u 

= 

da 

-■s- 

p 

= 

da 

*''! 

Si  Ton  n'avait  donne  que  des  valeurs  dej  et  de  z  avec  une 
seiilc  constante  a,  on  n'aurait  pu  avoir  qu'une  integrale 
particuliere  du  systeme  (3). 

On  voit  ainsi  que,  lorsqu'on  connaitra  les  inlegrales 
generales  d'equations  simultanees  de  forme  et  d'ordre  quel- 
conqucs,  on  pourra  former  un  systeme  d' equations  lineai- 
res  simultanees,  respectivement  de  ra^me  ordre,  a  coeffi- 
cients variables,  el  dont  les  inlegrales  generales  se  deduironl 
des  premieres  par  de  simples  difll^rentialions. 
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CHAPITRE  XII. 

INTEGRATION    PAR    SERIES. 


171 .  Nous  avons  deja  vu  comment  on  pouvait,  au  moyen 
des  theorimes  de  Taylor  el  de  Maclaurin,  d^velopper  en 
serie  Tint^grale  d'une  equation  diff^rentielle  d'un  ordre 
quelconque.  On  y  parvient  encore  au  moyen  des  -coefficients 
indetermines.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de 
Tune  et  de  1' autre  melhode. 

Considerons  d'abord  Tequation 

d^  Y  dv 

(')  ^^  +  =*^  +  '«-^  =  «' 

on  irouve,  en  la  difKrentiant, 

d^Y        ,  d^Y  d^Y  dY 


Faisant  x  =  o  dans  toutes  ces  Equations,  on  a 
dy  d^y  n  d^  y  d*y        «' 

et,  en  general,  si  m  est  impair, 

d^y 
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ct  s'il  est  pair, 


dP^Y  n'^  Y  n    Y 

aaf"        m  -t-  I  /w  -f-  i 


suivant  qu'il  est  ou  non  divisible  par  4* 
On  lire  de  la,  par  la  formule  de  Maclaurin, 

1.2,3        1 .2.3.4'5        1 7  / 

sin.^V^ 


=J« 


r^ 


Ainsi,  en  representant  par  C  la  conslante  arbitraire  -^9 

on  a 

G  sin  •  a;  Jn 

y=—. — 

Cette  expression,  ne  renfermant  qu'une  conslante,  n'esl 
pas  Tint^grale  generale;  elle  donne  seulement  celle  qui 
peul  se  developper  suivant  la  formule  de  Maclaurin. 

Connaissant  une  inlegrale  particuli^re,  on  aura  rinte- 
grale  g^n^rale  en  regardant  C  comme  fonction  de  a:  ^  el  Ton 
sera  conduit^  d'apres  la  methode  exposee  precedemment, 
a  une  equation  lineaire  du  premier  ordre. 

On  irouve  d'abord,  en  substituanl  la  valeur  de  y  dans 
I'equalion  propos^e, 

d}C  rdC  r- 

-;-; -4- 2  V'^ -—- cot.*  V'l  =  o ; 

dx^  ^     dx  ' 

dC 
posant  —  =  p,  on  parvient  a 

sin\j7y/2 
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Ci  etantune  constante  arbilraire-,  on  deduit  de  la 
C  =  C  -\-C"cot.x\/n^ 

G  el  C"  ^lant  des  constantes  arbilraires.  L'integrale  gene- 
rale  de  la  proposee  est  done 

,    ,                                C  sin. xJn-{-C' COS.. vJn 
(2)  y= 

172.  Si  Ton  employait  la  formule  de  Taylor,  au  lieu  de 
celle  de  Maclaurin,   on  obtiendrail  I'integrale  generale. 

L'equalion  (i)  ferait  connaitre  la  valeur  de  -j^  en  fonction 
de  Jo  et  (  ;t-  )   relatifs  a  la  valeur  arbilraire  Xq  ,  et  ses  deri- 

vees  successives  feraieni  connaitre  (  —  J  »  etc.,  ce  qui  de- 

lerminerait  le  developpement  dey  suivant  les  puissances  de 
X — Xo^  renfermant  deux  constantes  arbilraires.  II  est  facile 
de  verifier  que  cette  valeur  dey  coinci derail  avec  celle  que 
donne  I'equation  (2),  en  developpant  celle-ci  par  rapport 
aux  puissances  de  j:  •—  Xo,  apres  Favoir  mise  prealablement 
sous  la  forme 


C,  sin .  (x  —  Xo)\fn  -\-  C,  cos .  {x  —x^)sjn 

iH 


173.  Integrons  inaintenanl  la  ra^me  equation  par  la  me- 
iliode  des  coefficients  indelermines.  Soil 


la  derivee  etant  ordonnee  par  rapport  aux  puissances  croiJ?- 
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santes  de  j:  :  on  en  deduit 

ny  =  «tf,a:"  -f-  nU'^x^  +  na^x*  -+-..., 
-— =2a,aj:  -+-2«joa?  4-2^37^1:         4-..., 

rf'r  * — ^  6  —  2 

—  =r  fl,a(a— l)ar  -4-036(6  —  i).r 

V  —  2 

-h«37(7  —  0^         + 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  equations  doit 
^tre  nulle,  quel  que  soit  x^  en  verlu  de  I'^quation  propo- 
see  :  ce  qui  exige  que  les  coefficients  des  termes  de  degr^s 
differents  soient  nuls  separement. 

Le  plus  faible  exposant  est  a  —  2  •,  le  coefficient  du  terme 
total  de  ce  degr^  donne  la  condition  a  (a  -h  i)  =  o,  equa- 
tion a  laquelle  on  satisfait  par  «  =  —  i  oua  =  o. 

1°.  Soit  a  =  —  I.  Le  terme  nai  x**  ne  pouvant  dispa- 
raltre  de  lui-m^nie  doit  se  reduire  avec  d'autres;  il  faut 
done  que  a  ne  soit  pas  inferieur  aS  —  2.  SiS  —  2<!a,  il 
faudra  6  (6  -+- 1)  =  o  pour  que  les  termes  de  degre  6  —  2 
se  d^truiseut,  ce  qui  ne  donne  que  6=0,  puisque  ^^  a. 
II  faudra  ensuite  que  Ton  ait 

7 — 2  =  a,      ^ — 2  =  6,...; 
les  coefficients  donneront  les  conditions 

«37(7-<-  0  "*-''^«  =  o»      «4^(^-h  i)-f-/i«2  4-  o, 

On  tire  de  ces  di verses  equations 


a 

«4 

«3  = 

6  =  0 
ay  n 
1 .2' 

a^n 

.      7 

— 

:  1 

n' 

2,     . 

05  = 

I 

.2 

.3.4" 

•5 

1.2.3^ 

I  . 

2.3.4. 

;5'"" 

252  LIVRE    IV. 

II  y  a  done  deux  constantes  indelerminees  «!,  Aj,  et  la  va- 
leurdej^est 


nx  ri^x^ 


(I         m 

X        1.2^  1.2.3.4        1.2.3.4.5.6 

(nx'*  n^x^                   \ 

1.2.3  1 .2.3.4.5       '  '  '/ 


ou 


a-,    .  r- 

—       — :Sin.a?v/i 
OiCOS.x  s/n        Jn 

X  X 

solution  iden ti que  avec  celle  que  nous  avions  deja  Irouvee. 

Nous  avons  pris  6  — .  2  <[«,  mais  nous  aurions  pu  prendre 

6 —  2  =  a.  Dans  ce  cas,  nous  aurions  trouve  seulement 

jr  = 1-  ,  ce  qui  n  est  qu  une  integrale  particuliere. 

La  solution  n'aurait  ^te  complete  qu'en  considerant  Thypo- 
these  a  =  o  que  nous  avons  deja  indiquee,  et  que  nous 
allons  examiner. 

2**.  Soit  a  =  o.  Dans  ce  cas  on  ne  pent  avoir  S  —  2  <^a, 

parce  que  le  coefficient  de  x  devrait  ^ire  nul ,  ce  qui 

donnerait    S(6-|-i)  =  o,    ^nation    impossible    puisque 
6>a.  On  aura  done  6  —  2  =  a,  et,  par  suite,  y —  2  =  6.... 
Les  exposants  ont  done  les  valeurs  suivantes  : 

a=:o,      6  =  2,      7=4,.,., 

les  coefficients  seront 


flfi «  a,  n-' 


1.2.3  1.2.3.4.5 

et  par  suite 


a 


sin .  X  sjn 

sjn 
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On  ne  irouve  done  encore  qu  une  integrate  particuli&re, 
puisqu'il  n'y  a  qu'une  constante  arbitraire.  R^unle  a  celle 
que  nous  avions  Irouv^e  en  dernier  lieu,  elle  donnerait  I'in- 
legrale  generate. 

174.  Soit  encore  1  equatidn 
rf'r       I  dy 

posons 

^  =  A,a:"-f-A,ar^4-A3xy  +.  -.  , 
on  aura 

.     -T-5  =  A,a(a  —  i)ar  -h  Aae(6  —  ija: 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  trois  equations 
doit  ^tre  identiquement  nuUe  en  vertu  de  Tequation  pror 

posee.  Les  termes  renfermantx^^^doivent  se  d^truire,  ce 
qui  donne 

a(a—  l)-ha  =  0     ou     a  =  o. 

Les  termes  renfermant  x  ~^  ne  sauraient,  dans  ce  cas, 

^tre  de  degre   inferieur  k  a\  car  leurs  coefficients  don- 

neraient 

6  =  0, 

ce  qui  ne  pent  6tre.  Done 

6  —  2  =  a,     7  —  2  =  6,.... 
Ainsi 

a=ro,     6  =  2,     7=4,     ^  =  6,.... 

Les  coefficients  donnent  les  conditions 

A,e»-HA,  =  o,      A37'-+-  A2  =  o,.  .., 


254  LIVRE  IV. 

d'ou 

et,  par  suite, 

r -  A,  ^1  — -  -h  -^^  -  ^,  ^,  g,  "H.  . .  j- 

On  ne  trouve  par  ce  precede  qu'une  inlegrale  parliculiere, 
puisqu'il  n'y  entre  qu'une  constante  arbitraire. 

175.   En  appliquant  le  m^me  precede  a  I'equation 


on  trouvera 

. 

j  =  A.^a;  — 

2 

-f 

x'               x' 

1 

2^3      2^3^4  ' 

2' 

'.3'.4'.5"7' 


ce  qui  n'est  encore  qu'une  inlegrale  parliculiere;  d'ou  Ton 
conclut  que  Tintegrale  generale  n'est  pas  developpablesui- 
vant  les  puissances  positives,  entieres  ou  fractionnaires 
de  .T. 
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GHAPITRE  XIIL 

INTIilGRATION    DES   EQUATIONS   DIFF^RENTIELLES   AU 
MOYEN    DES    INT^GRALES    DEFINIES. 


176.  Nous  avons  donne  des  moyens  pour  ratnener,  dans 
certains  cas,  Tintegration  des  Equations  diff^rentielles  a 
celle  de  fonclions  de  x  ou  dey  seulement.  Quand  cela  n'est 
pas  possible,  on  cherche  quelquefois  a  ramener  le  probl^me 
a  1 'integration  d'une  fonction  reiifermant  x  et  une  autre 
variable,  par  rapport  a  laquelle  on  integre  entre  des  limites 
determinees,  en  regardant  x  comme  une  constante.  Cette 
forme  d'inlegrale  definie,  donn^e  a  y^  est  sou  vent  utile 
dans  les  questions  de  physique  mathematique,  et  elle  le 
serait  bien  davantage  encore  si  Ton  avait  des  Tables  qui 
fissent  connaitre  la  valeur  de  celle  integrale  pour  une  va- 
leur  quelconque  de  la  constante  x  qu'elle  renferme. 

177.  Un  moyen  que  Ton  emploie  souvent  pour  oblenir 
ainsi  la  valeur  de^  consiste  a  developpet*  d'abord  celle  va- 
leur en  serie,  et  a  sommer  cette  serie,  lorsqu'on  pent  recon- 
naitre  une  relation  simple  en  Ire  son  terme  general  et  F in- 
tegrale definie  du  terme  general  du  developpement  d'une 
fonction  connue  de  x  et  d'une  autre  variable,  par  rapport 
a  laquelle  se  fait  rintegration.  C'est  ce  que  nous  allons 
eclaircir  par  des  exemples. 

Soil  I'equalion 

,  d^r        m  dv 
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qui  se  preseiile  dans  beaucoup  de  questions  de  physique  et 
de  mecanique.  En  Tint^rant  par  la  methode  des  coeffi- 
cients indetermines,  on  obtient  les  deux  series  suivantes, 
qui  fournissent  chacune  une  integrate  parliculiere  : 


r^k 


i.(— /w  +  3)  "*"  i.2.(— /w  -f.  3)(— w  -4-5) 

_(-j) 


1 .2. ../?.(— /w  H-  3)( — /w-l-5). . .( — m-^ip'\-\) 


+  . 


^^»  (-1   x^ 


(?)■ 


i,{m-\-\)        1 .2{/// -I- i)(/w 


•  =  A. 


i.2,3.(/w-f-i)(/wH-3)...(//j-f-5) 


(-?)' 


1.2.  . , p,[m  4-  i;(/w-|-3)...  {m-\-  2p  —  i) 


-f-.. 


Si  Ton  ajoutait  ces  deux  valeurs  de  y^  on  aurait  Fintegrale 
g^nerale  renfermant  deux  constantes  arbitraires  A  et  A'. 
La  premiere  de  ces  series  devient  illusoire  lorsque  j  est 
un  nombre  positif  impair,  et  la  seconde  lorsque  m  est  un 
11  ombre  negatif  impair.  Ainsi,  dans  tons  les  cas,  Tune  des 
deux  subsiste,  et  Ton  sait  comment,  une  integrate  particu- 
li^re  etant  conniie,  on  pourra  trouver  I'integrale  generale. 
Si  Ton  d^signe  par  yi  I'integrale  connue,  Tintegrale  gene- 
rale  sera  donnee  par  la  formule 

/dx 
Pour  obtenir  une  serie  de  m^me  forme  que  la  seconde  des 
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deux  precedentes,  considerons  d'abord  le  developpement 

suivant : 

,             .                a'cosfw         a*cos*« 
cos  (a cos w )  =  I 1 ;r—.  —  — 

^  2  1.2.3    4 

(—  a^)f  cos'f 


4-...; 


1 .2. 3. ..a/7 

multiplions  les  deux  membres  par  sin'"""^  oid(A  el  int^grons 
entre  o  et  tt,  en  supposant  toutefois  m  positif,  sans  quoi 
Tint^grale  serait  infinie.  En  ayant  egard  a  la  formule  sui- 
vante,  qui  s'obtient  par  les  procedes  connus  de  reduction, 

I      cos^wsin'^wrfw 
o  / 

i.3.5...(2/-3)(2/-i)  /•"..„.. 

(p-»-2)(fx4-4).--(f^+2l~2)(ft-f-2l)J^ 

et  dans  laquelle  il  faut,  pour  la  m^me  raison,  supposer 
fjt  >  —  I ,  on  arrivera  a  T^quation 

J/»7r  nif 

I      cos  ( a  cos  w)  sin"^*  wrfw  =  I      sin*"""*  wrfw  — ... 
0  Jo 

I      I      sin"""' w£?w 

i.2.3.../?.(/w  -M)(/y«  -h  3;..  .(m  4-2/?  —  i)  ' 

,  en  posant  oL  =  x\/n^  et  mettant    /      sin"*"^«dw  en 


ou 
facteur 


cos  {x  sjn  cosw)  sin*"-'  wrfw 


2 


,   m 

rit  ^  )        i.(/w-f-i)       1 .2.(/w -i-i)(/?n-3) 


i.2.../7.(/w  -i-i)(/w-H3)...(/w-H2/>— i) 
IL  I? 
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ce  qui  n'est  autre  eliose  que  notre  seconde  serie,  a  un  fac- 
teur  constant  pres.  L'int6grale  qu'elle  ex  prime  peut  done 
se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

y  =  h    I      cos(j:^cosw)  sin*"""' wcfw, 
Jo 

pourvu  que  Ton  ait  m  >  o. 

Quant  a  la  premiere  si^rie,  qui  peut  s  ecrire  ainsi  : 


/  _2_ 

I : r^-r  + 


(?)" 


i.( — /W-H3)        i.2.( — /ii4-3)( — w-h5) 


(-?)' 


I. a. ../?.(—  /?i-h3)(— w  4- 5)... (—/wH- 2/?  4-1) 

on  voii  que  la  parti e  comprise  entre  les  parentheses  ne  dif- 
f6re  de  la  precedente  que  par  le  changement  de  m  en 
—  m  4-  2.  On  pourra  done  mettre  cette  derniire  equation 
sous  la  forme  suivante,  pourvu  que  Ton  ait  m  <^  2  : 

j  =  B,a:'-'"  I      cos  (a?  ^cosw)  sin'~**«rfw, 

Bi  ^tant  une  constanie  arbitraire.  L'int^grale  generate  de 
r^uation  (i)  sera  done 


(3] 


/  /»7r 

iy  =  BJ      cos(a:^cosw)sin'^'wcf« 

1  Jo 

4-B,  a;'-'"  I      cos(;i?  v/«cosw)sin'-'"wflfw, 


toutes  les  fois  que  Ton  aura  les  deux  conditions 

/?f  ]]>  o,      /W  <^2. 

•  Si  m  est  en  dehors  de  ces  limites,  une  seule  des  deux  inte- 
gralos  subsistera,  et  F equation  (3),  reduite  a  Tun  de  ses 
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deux  termes,  ne  donhera  plus  qu'une  int^grale  particuHire. 
Dan^  ce  cas,  Tequation  (a)  fera  connaitre  I'integrale  ge- 
nerale. 

Gonsiderons  main  tenant  les  deux  cas  pariiculiers  corres- 
pondants  a  m  =  o  et  m  =  2. 

178.  Soit  d'abord  m  =  o,  ce  qui  reduit  I'equation  pro- 

pos^e  a  -r-y  4-^=0.  On  devra  se  borne r  a  la  seconde 

partie  de  la  formule  (3),  et  Ton  aura  I'integrale  particu- 
liire 

j,  =  B,j:/      cos(^  v''*co»w)sinwrf&). 

Efiecluant  Fintegratiou  et  representant  par  C  une  constante 
arbitraire,  il  vient 

J,  =  Csinjr^. 

La  formule  (2)  donnera  par  suite,  en  repr&entant  par  Cj 
une  seconde  constante  arbitraire, 

(4)  y  =  Csmx  sfn -\- CxCO^xsfn. 

On  serai t  arriv^  plus  simplement  a  ce  r^sultat  en  traitant 
directement  I'equation 

^  +  «r  =  o. 

En  operant  comme  nous  Tavons  indique  pour  les  equatfcns 
lin^aires  k  coefficients  constants,  on  trouve  inun^diatement 
la  formule  (4)* 

179.  Soit  maintenant  m  =  2,  et,  par  suite, 


rfJ y        2   dy 


»7- 
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on  ne  conservera  que  le  premier  terme  de  la  formule  (3), 
et,  en  effectuant  rintegration,  on  irouvera 

D'apres  cela,  Fequation  (2)  donnera  pour  la  valeur  de  I'in- 
tegrale  gen^rale, 

Gsin^  4/rt  4-  C,  cosa;  i/« 

•^= — —. 

On  pourrait  trailer  directement  Tequation  (5),  et  poser 
J  =  -^  on  obtieudrait  ainsi 


d'ou 

el,  par  suite, 


tt  =  C  sin  a:  v''^  4-  C,  cos  j;  ^^ 

C  sin  a?  ^  -f-  Ci  cosa?  Jn 

y  = z 


180.  II  est  un  autre  cas  particulier  qui  eisige  un  artifice 
analogue  a  celui  que  nous  avons  plusi'eurs  fois  employ^  dans 
certains  cas  de  racines  egales  :  e'est  celui  ou  Ton  a  m  =  i  *, 
les  deux  parties  de  la  formule  (3)  se  reduisent  a  une  seule, 
et  Ton  n'a  plus  qu'une  inl^grale  particuliere,  bien  que  la 
valeur  de  m  tombe  entre  les  limites  o  et  2.  On  pourrait 
bien.encore  recourir  a  la  formule  (2)*,  mais  on  obtiendra 
beaucoup  plus  simplement  Tintegrale  g^n^rale  de  la  ma- 
ni^re  suivante : 

Rempla9ons  m  par  i  4-  cJ  dans  la  seconde  partie  de/, 
dans  la  formule  ( 3 ) ;  elle  devient 

•  tcos(j:  ^/i  cosw)  (sinw)~~^^w; 
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or 

1.2 

(sinw)""'^  =  I  —  ^l.  sin  ft)  H /'sinw  —...: 

1.2 

d  ou 

x"'*(sinft>)~^=  I  —  ^(l.j:H-l.sinft>)4-...-, 

ci  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  y  devient,  en  negligeant 
les  puissances  de  d  superieures  a  la  premiere, 

B,    I       cos  (a:^coS6>)rf« 

cos(a:  v«  coso))  (1.x  +  l.sinft))fl?ft); 

la  premiere  partie  de  y  devient  de  m^me 

B  f      cos  (x^cosft)]  £^ft>  4-B^  I      cos  (x  07cosft>)  l.sinftx/fti. 

Ajoutons  ces  deux  expressions  et  posous  B  -f-  Bt  =  C,  C  de- 
signaut  une  conslante  arbitraire,  on  aura 

^  =  C  j      cos  \x  \n  cosw)  r/ojr 
Jo 

-h  {B- — C)$  I      cos(a:  v^cosw)  (l.x-H  l.sinw)r/w 

cos(x  V^cosu)  l.sin6>r/ft». 

Supposons  maintenant  que  d  tende  vers  zero,  et  BJ  vers 
une  constante  arbitraire  Ci  5  on  aura  pour  la  valeur  com- 
plete dc  y,    en  passant  a   la  limite,    el   observant    que 
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ly^x-{-  9.1.sinot)  =  l.(j:sin'ci)), 

/  =  C  I      co5(j:  v/«cosw)//w 

Jo 

J/»7r 
I      cos(.r  07cosw)l.(a7sin2w)^w. 
o 

Telle  est  I'lntegrale  generale  de  I'equation 

181.  II  est  bon  de  remarquer  que  toutes  les  fois  que  m 
sera  un  nombre  pair  positif  ou  negalif,  Tune  des  deux  parties 
de  la  valeur  de  y  donnee  par  Tequation  (3)  pourra  s' ex- 
primer  sans  aucun  signe  d' integration;  quant  a  Tautre, 
elle  disparaitra,  vu  que  m  sera  en  dehors  des  limites  o  et  2. 
Pour  le  demontrer,  designons,  en  general,  par  A^  Fintegrale 

cos  (Xcosw)  sin^Wfifco;  Tintegration  par  parties 

donne  la  relation  suivante,  en  supposant  p  >  3  : 


Ap  -  Ap-7  — Ajs,_<. 


Si  p  est  un  nombre  pair,  on  parviendra,  au  moyen  de  cette 

forraule  de  reduction,  a  A^  ou    I      cos  (Xcosw)^^,  qui  ne 

pent  6tre  obtenu  exactement  en  fonction  de  A.  Si,  au  con- 
traire,  p  est  impair,  Ap  est  ramene  a  A3  et  A,  qui  peuvent 
etre  calcules  exactement  et  ont  pour  valeurs  respectives 

2sinX  4  /      ^       ^       ^  N 

A,.=r  — — ,      A3  =  ^^(sin)i  —  Xcosa); 

d'ou  il  resulte  que  Tune  des  deux  integrates  particulieres 
qui  entrent  dans  F^quation  (3)  pourra  toujours  6treexpri- 
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mee  en  a:,  sous  une  forme  finie,  lorsque  m  sera  un  nombre 
impair  positif  ou  negatif. 

182.  On  pent  encore  presenter  I'inlegrale  de  Tequa- 
lion  (i)  sous  une  forme  qui  est  souvent  preferable  a  celles 
que  nous  avons  con«iderees  jnsqu'ici,  el  particulieremcnl 
lorsque  m  est  un  nombre  pair  positif  ou  negatif. 

Posons 

les  constantes  a,  A,  Ai,  Aj,  etc.,  etant  indeterminees,  ainsi 
que  la  fonction  9  [x)  dont  nous  designons  les  derivees  suc- 
cessives  p^r  <^{x)^  j"(^)5  ^'c.  Substituons  cetle  valeur 
dey  dans  T^uation  (i),  et  cherchons  s'il  est  possible  d'an- 
nuler  les  coefficients  des  di verses  puissances  de  x,  qui  se- 
ront  en  evidence. 
En  diff^renliant  deux  fois  de  suite  y,  on  trouve 

-^=/iiAax«-2    <|^)_^,„A,(a-hi)a:«~'p'(x)  _^  ;„  a,  (a  -+-   2)  a:«f,"(x) +. 

V  (IT 

'V^l- ^Aa(«-i)a:'^--'^9W-^A,(a-+-i)aar«-»f  (x;4-A,(«-h2)(a.-+-i)x«/fjr)-|.. 

H-2Aax=«~~^9'(x)  -+•   2A,(a-H   i  )  x«  ^"  (r) -f- . 

-4- Ax«/(x)-f-. 

Si  nous  substituons  cesdeveloppements  dans  Tequation  (i), 
et  que  nous  egalions  a  zero  le  coefficient  du  lerme  general 

qui  contientx""*'''""^,  nous  trouverons 

-4-«A^_,^'-'(^)=:o; 

et  pour  que  cette  relation  entre  cp''  (x)  et  (ff'"^  [x)  soit  plus 
simple  etne  depende  pas  de/^,  nous  poserous 

(a-H/^)(a-f-/?-i-w  — i)A^-f  (2a-+-2/?-|-  /w  — 2)A^_,  =0; 


./•» 
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d'ou  il  resultera 

equation  a  laquelle  on  satisfera,  quel  que  soil  le  nombre 
enlier  p,  en  posant 

f'(^)-h/l(p(^)==0, 

d'ou  Ton  conclut 

C  el  G  etant  des  constantes  arbitraires.  Mais  ce  calcul  ne 
s'applique  pas  a  tous  les  termes  de  la  serie  qui  resulte  de  la 
substitution  de  la  valeur  de  y  dans  I'^quation  (i)  5  il  sup- 
pose que  p  soit  au  moins  ^gal  a  2,  et  il  est  necessaire  de 
considerer  a  part  les  deux  termes  qui  renferment  les  puis- 
sances a  —  leta  —  2  deo:.  En  egalant  a  zero  leurs  coeffi- 
cients respectifs,  on  obtient 

a(a —  i)  -f-  /wa  =0,      A,  (a  4-  i)  (a  -f-  /w)  -f  A(/w  -h  2a)  =  o. 

La  premiere  donne 

a  =  o,      ou      a  =  I  —  771, 

et  la  seconde  conduit,  dans  Tun  et  Pautre  cas,  a  requalion 

A,  =  —  A. 

Exaininons  successivement  les  developpements  corres- 
pondants  a  ces  deux  valeurs  de  a. 

1°.  Soit  a=  I  —  m;  la  relation  generate  entre  A^  et 
Ap_i  devient 

/?(/?  — /7I  -4-l)A^  =  (lH  — 2/?)Ap_,. 

En  changeant  successivement  p  en  p  —  i,  p —  2,  etc.,  on 
determinera  A^  en  fonction  de  Aj  5  et  comme  Ai  =  —  A, 
on  connaitra  le  coefficient  general  Ap  en  fonction  de  A  qui 
restera  iridetermine,  mais  que  Ton  pourra  prendre  ^gal  a 
Tunite,  a  cause  des  constantes  C,  C 


) 
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On  trouvera  ainsi 

A  _       (w  — 2;?)(/yi  —  ayg-H  a).  ■  .(/w->4)  i 

^  (p^m-hi){p  —  m)..  .(3  —  m)     '1.2.. ./?' 

et  la  valeur  de  y  aura  pour  expression 

^  .        r      ^i  r         d{Q%\nxsJn'{-C!GOSxsfn)    ,  ) 

Csin^V/i-f-C'cosafV/i— X  -^ i-—- ^-^  -h. .  .  i 

I  ^<^  f 

^    (/w  — 4)'-'(^^  —  ^/^)  ( —  ^y  dP[Csmx  sfn  -^C cosx  sjn) 
(hi  —  3)...(/w — /?— -1)  1.2.../?  ^z' 

Lorsque  I'on  trouvera  pour  un  certain  coefficient  A^  une 
valeur  egale  a  z^ro,  la  s^rie  arretee  au  terme  prec^erit  sa- 
tisfera  a  Tequation  difierentielle,  et  Yintegrale  generate 
sera  donnee  par  un  nomhrefini  de  termes,  Cela  arrivera 
toutes  les  fois  que  m  sera  un  nombre  pair,  positif. 

7?.  Soit  maintenant  a  ==  05  la  relation  entre  A^_,  et  Ap 
devient 

m-^np  —  2 

Ap r   Ap^i  j 

d'  ou  Ton  tire,  en  supposant  encore  A  =  i , 

__(/wH-2)(/yi -i-4)- "(^•^-^/^— ^),    {—^y 
''""     (/w-f- i)(/iH- 2).  ..(///+/?— i)    *1.2.../?' 

et  la  valeur  dey  sera 

r.  •        r       ^.            r          d{Cs\nxsfn'{-Q!  cosxsfn) 
J  =  C5inxv'«4-C'cosarV'*  — -^-^ -—1 —^  •+•-  •  • 

_,  ('-'x)P  (m'^^)(m-^J^)..,(m-^ip  —  7)  dP (C sinx^n-hC cos x \/w) 

1.2...  p{m-h  i){m-^2)...(m-\-p  —  i)  dxP 

« 

On  arrfetera  celte  serie,  comme  la  precedente,  au  terme 
dout  le  coefBcient  sera  nul;  ce  qui  arrivera  si  mestun 
nombre  pair  negatif.  D'ou  Ton  tire  celte  consequence  im- 
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portante,  que  V integr^ale  generate  de  V equation  [\)  peat 
toujours  s'exprimer  par  un  nonihre fini  de  tennes  lorsquc. 
mest  un  nombre  pair  positif  ou  negatif. 

183.  tlquation  de  Riccati,  —  L'equation   non  lineairc 
que  Ton  designe  ainsi  est  la  suivante  : 

ax 

dti 

Si  Ton  pose,  avcc  Euler,  y  =  —  9  on  obtient,  en  faisanl 

ab  =  K, 

ePu 

et  lout  se  reduit  a  integrer  cette  equation  lineaire  du  seconcl 
ordre  :  car  la  valeur  gen^rale  de  u  sera  de  la  forme 

C  et  G  etant  des  constantes;  il  en  resultera 
du  du,  du, 

-7-=C-T h  C  -7-5 

dx  dx  dx 


et,  par  suite, 


fl^tt,       p,  <^«2  C  duy       da  I 


a    Cw,  H-C'mj  a     C 


.      C 
Cette  valeur  de  ^  renfermant  une  constante  arbitral  re  — , 

sera  Tintegrale  generale  de  la  proposee. 
II  resle  done  a  integrer  Tequation 

d^n 

-7-—   =:  kaf'H. 

dx^ 

On  peut  ram(;ner  cette  Equation  a  une  autre  de  la  forme  de 
Tequation  (1),  en  changoanl  la  variable  independanle  .r,  et 
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posant  xP  =  Az,  k  el  p  etant  des  constanles  ind^terminees. 
Onirouve  ainsi 

p^        ^cPu       pip  —  1)        ^du 
/-2  dz'  k  dz 

Les  deux  termes  extremes  ne  renferraeront  plus  x  si  Ton 

pose  a  p —  2=  m,  d'oup=  — hi,etqu'ondiviseparx"*.Si 

Tondivise,  en  outre,  par  j^?  et  qu'on  exprime  x  en  ^,  on 

obtiendra 

d^  u  m        \  du  kk^ 


dz^         m  4-  2   z  dz 


("-)■ 


et  si,  pour  simplifier  cetle  equation,  on  determine  k  par  la 
condition 


Xk^^(^^i\\     d*ou     /  = 


m 
2 


on  aura  a  integrer  I'equation  suivante  : 


flP  14  V«  -f-  2/ 


.      ,     du 

dz^  z  dz 


qui  rentre  dans  Tequalion  (i)  en  y  cbangeant  m  et  n  en 
et  — !- 1 5  ce  qui  donne  lieu  aux' consequences  sui* 


m 


//I  -+-2 
V  antes  : 

m 


I®.  Si est  un  nombre  pair  positif  ou  negatif,  les 

deux  valeurs  de  u  pourront  s'exprimer  par  un  nombre  fini 
de  termes  eii  z,  et,  par  suite,  en  x, 
Soit  done 


:lt:2l, 
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i  elant  un  nombre  enlier  positif ;  on  en  tire 


■  1 

.7,1 —  I 


les  signes  sup^rieurs  se  correspondanl,  ainsi  que  les  infe- 
ri«urs.  Cette  expression  se  reduit  a  la  forme  suivante  : 

n.-    -4' 

Ainsi  Tequation  de  Riccali  pourra  s'integrer  completement 
lorsque  m  sera  rcnferm^  dans  cette  formule. 

2^.  Si est  compris  entre  o  et  2,  la  valeur  generale 

de  u  pourra  s'exprimer  au  moyen  de  la  formule  (3).  On 

voit  d'abord  que  si  m  est  positif , est  necessairement 

compris  entre  o  et  2,  et  T^uation  de  Riccali  s'integrera 
par  le  moyen  de  deux  inlegrales  d^finies  simples. 
Si  m  est  negatif,  soil  m  =  —  m',  on  aura 


m'  —  2 


>o, 


la  premiere  exige  m'  >  2,  et  la  seconde,  rnl^  Z^,  Done  on 
integrera  encore  de  la  m6me  maniire  Tequation  de  Riccali 
lorsque  m  sera  compris  entre  —  ^el  —  00  .  Ce  nest  done 
que  pour  les  valeurs  de  m  comprises  entre  o  et  —  4 5  ?**^ 
rint<%rale  cherchee,ne  pourra  s'exprimer  au  moyen  dedeux 
inlegrales  deOnies  simples. 

La  formule  (3)  devient,  en  y  changeanl  m  en  — — -  el 

n  en  —  I , 

—  2 

XTT  - 

cos(s  V  — '  cos«)sin'"'^  ^  wr/w 

1  2 

/»7r  

-♦-  B.  z""-^^  j     cos  (z  s/—  I  cos  t-O.  sin'"-t  2  wrfw. 
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Remplagant    z    par    sa   valeur    — - — x^      ,    el    posant 
i^  =  (x,  ilvient 


a=:Bl      COsI  (4^:'^         v^— I  cosw  I 
+  B'.ri      coslptj:^       y— I  cosw  J 


—•2 

sin'^-^-^^w 


sin'"-*-^«rf«. 


Si  Ton  fait  disparaitre  les  imaginaires,  cette  formule  de- 
vient 


—  a 
m-i-a 


(m  m  \ 

"-hi  — hi  \ 

^f.x'i  COS4)_|_^-/*x2  coscol 

(m                                  m                \             2 
--HI  --hi  \         

^^or ^        C090,  ^^-iux^        C09«  j  Sin'""^ ' «rf« , 


4-B'ar 


B 

B  el  B'  elant  deux  constantes  arbitraires  ]  et  le  rapport  — 

B 

sera  la  seule  constante  que  renfermera  Tintegrale  de  T^ua- 

lion  de  Riccati. 

3°.  Si  m  est  enlre  les  limites  o  et  — 4?  une  seule  des  deux 

integrales   definies    subsiste,   et  I'int^grale   generate  sera 

doun^  au  moyen  de  la  formule  (2).  Soit  u^  la  valeur  par- 

culiire  de  u,  on  trouvera 


1^ 


^  =  ^ 


■"<(-"/?)' 


Ci  etant  une  constante  arbitraire.  Cetie  expression  est 
moins  simple  que  la  precedente,  mais  c'est  pr^cis^ment 
dans  ce  m^me  intervalle,  entre  o  et  — 4?  que  se  trouvent 
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comprises  les  valeurs  renferm^es  dans  la  formule    .^  »  el 

pour  lesquelles  on  peut  integrer  exactement.  Si  m  avail 
pour  valeur  la  premiere  limite  o,  T^uation  a  integrer 
serait 

qui  donne 

w  =  C<?*-+-C,e-«. 

Si  m  a  pour  valeur  de  la  seconde  limile  —  4)  on  a  a  consi- 
derer  Tequalion 

d^u       2  du 


V 

z 
d^v 


qui  a  deja  ete  traitee,  et  qui,  en  posant  u  =  -i  se  reduit  a 


d'ou  Ton  lire 
et,  par  suite, 


4^.  En  Ire  les  limites  o  et  —  4)  il  J  ^  ^^^  valeur  qui  rend 

les  deux  integrales  illusoires  :  c'est  w  =  —  a.  Dans  ce  cas, 

iw         .  ...  1     .         d^u      ku      „ 

1  equalion  primitive  en  u  devient  ^-^  =  — ^;  elle  rentre 

dans  une  classe  d'equations  que  nous  avons  donn^  le  moyen 
d'integrer.  Son  integrale  gen^rale  sera  tt  =  Cx^'-f-CiO:*", 
I!  et  V  ^tant  les  racines  de  I'^quation  A'  —  k  —  A  =  o. 

184.  Soil  encore  Fequation  non  lineaire 
ax 
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posons  de  m&me 


I      du 

r== 7-9 

au    ax 


el  requatioii  proposee  deviendra 

——  =  ab  ueP*, 
dx^ 

Soil 

isiab    ipx 

— - —  e^       :=  3, 

il  en  resultera 

d^  u       I  du 

ce  qui  n'esl  qu'un  cas  particulier  de  Fequation  (i).  On  aura 
done 

tt=C    /        COs{z^ — IC0$b>)^<k) 

-+-Cj  I      cos{z  ^ — 1  cosw)l.(zsin'w)rfw, 
ou 

Jo 

Jl  ne  resle  plus  qu'a  susbtiluer  a  z  sa.jwtreur  en  j:;  et  j^  se 
d^uira  de  u,  comme  dans  le  cas  de  T equation  de  Riccati. 
185.  Cousiderons    encore  Tequation  suivante,    qui  se 
rencontre  dans  les  applications  physiques, 

po$ons  y  =  jc""*"*  z,  il  viendra 

d^z        ^(n-h  i)  dz 
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qui  rentre   dans    T Equation   (i),    en  y  changeant  m  en 
2(7H-i)  el  «  en  p*. 

Si  Ton  suppose  n  positif,  et  quelconque  d'ailleurs, 
2  [n  -h  i)  n'etant  pas  compris  entre  o  et  2,  on  ne  pouiTa 
exprimer  qu'une  integrate  particuliere  au  moyeu  d'une  in- 
tegrale  definie.  Son  expression  sera 

COS  ( i)x  cos  « )  sin"*+ '  ft)  fl?6) , 
o 

et  Ton  pourra,  comme  on  la  deja  vu,  en  d^duire  Tint^rale 
complete.  La  valeur  dey,  qui  s'en  d^duit,  est 


'  1      cos(/?. 


J  =  A  a?""*"'   1      cos  [px  cos  x )  sin"'-^"'  &>  ^w . 

Dans  le  cas    particulier  ou    n  =  i ,  Tequation  proposee 
devient 


etr 


on  aura 


f  =  Ax^  I      cos  (/?xcoso.>)sin^ft>£/Gi>; 
et,  effectuant  I'int^gration, 

B  etant  une  constante  arbitraire.  En  la  considerant  comme 
fonciion  de  x,  on  determinera  facilement  Iml^grale  com- 
plete. 
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CHAPITRE  XIV. 

DETERMINATION   DES   INT^GRALES   D^FINIES 

PAR  l'inti!:gration  d'Equations  DIFFEUENTIELLES. 


186.  La  recherche  d'une  integrale  d^finie  peut  quelque- 
fois  6tre  ramenee  a  I'integration  d'une  equation  difleren- 
tielle,  relative  a  Tune  des  constantes  qui  entrent  sous  le 


signe  /  • 


Les  d^rivees  de  celte  integrale  par  rapport  a  ces  con- 
stantes seronl  des  integrates  prises  entre  les  m^mes  limites ; 
et  si  Ton  peut  par  ces  differentiations  reproduire  la  pre- 
miere integrale,  en  reliminant  on  aura.une  equation  en  lie 
ses  deriv^es  par  rapport  a  une  des  constantes.  Si  Ton  peut 
I'integrer,  on  aura  une  expression  qui  renfermera.rintegrale 
definie  comme  cas  particulier,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de 
determiner  les  constantes  arbitral  res  de  maniere  qu'ellc  se 
r^duise  a  cette  integrale  elle-m^uie. 

187.  Soil,  par  exemple,  I'integrale  definie 
I      cos(xcosft))  r/w. 

Considerons-la  comrae  une  fonction  de  x,  et  posons 

(i)  y=   I      cos(a:cosw)  r/w. 

Jo 

n.  t8 
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Differenliant  deux  fois  par  rapport  a  or,  il  vient 

-T-;  = —    I       Sin  (jJCOSw)  cosw^w, 
t/o 


t/o 


COS  ( jr  COS  &> )  cos^  («)  ^&) . 


Pour  rendre  ces  expressions  plus  facilement  comparables, 
il  faut  introduire  cos  (xcosw)  au  lieu  de  sin  (j:cos«)  dans  la 
seconde;  et  c'est  ce  que  Ton  fera  en  integrant  par  parties. 
On  aura  aiiisi 

—  sin  w  sin  (.r  cosw)  —  x  j  sin*«  cos  (xcosw)  </w. 

Le  premier  terme  disparait,  aux  limites  o  et  tt,  et  il  vient 

—  =  —  jc  j      cos(.rcosw)sin^wr/w. 

Divisant  par  x  et  ajoutant   a  la  troisi^me  equation,  on 
obtient 


d_ 
dx 


Jy        I    dr  C^ 

— -  H 1- =  —  I      cos(^cosw)r/w. 

'x'        .r  dx  ] 

Jo 


L' integrate  cherchee  etant  ainsi  reproduite,  il  sufBra  de  la 
remplacer  par  y  pour  avoir  I'equation  diflerentielle  cher- 
chee,  qui  sera 

•     d"^  Y        \    dr 

(2)  -7^^--  -r+r  =  o. 

^     '  dx*        X  dx 

488.  La  determination  de   /     cos  (xcosw)  Jw  a  eld  ra- 

menee  a  Tintegration  de  Fequation  (2),  que  nous  avons 
trailee  dans  le  n°  480.  Mais,  comme  nous  n'en  avons  deve- 
loppe  qu^une  integrale  parliculiere,  on  ne  pent  savoir  si 


IHTtoilATIOM    DES    EQUATIONS    DIFF^RENTIELLES.        2^5 

c'est  elle  qui  doit  donner  la  vaieur  de  I'inlegrale  definie. 
On  voit  done  qu'il  est,  en  general,  necessaire  de  connaitre 
Tint^grale  complete  de  Fequalion  diflereiilielle  a  laquelle 
on  est  conduit,  pour  pouvoir  en  deduire  la  vaieur  de  Tinte- 
grale  definie  cherchee.  • 

Cependant,  dans  le  cas  actuel,  il  est  facile  de  s'assurer 
que  la  s^rie  trouvee  pour  integrale  de  Tequation  (2)  coin- 
cide avec   /      cos{xcosoi))  fl?oi),  en  donnant  une  vaieur  con- 

Jo 
venable  a  la  constante. 

En  effet,  developpant  cos  (j^cosw)  en  serie,  on  a 

,  ,  ^^COS'w  J7*COS*W  a2'"COS''"6) 

COS  ( j: COS u)  =  I  • 1 —-7  . .  .  H f- .  • .  • 

1.2  1.2.3.4  1. 2.. .2/74 

* 

Multiplions  par  rfw  et  integrons  enlre  o  et  tt,  en  observant 
que 


X 


^       ,       ,           I  .3.5.  .  .(2/w  —  i) 
cos''"waw  =  ^ 


2.4.6- . -2 w 

il  viendra 
% 

cos(xcosc.)^«  =  7r(^.-^^,-hjP^-j5-.^,^...j.- 

Ainsi  I'integrale  definie  /      cos  (xcosw)  ^w  n'est  autre 

chose  que  Tintegrale  particuliere  que  nous  avions  trouvee 
pour  Tequalion  (2),  et  dans  laquelle  on  suppose  la  constante 
arbitraire  egale  a  tt. 

189.  Chercbons  maintenant  Tequation  qui  determine- 

J/»00 
I       e~'"'''  cos  2  axdx^  que  nous  con- 
o 

naissons  d^ja. 

18. 
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Soil 

yrzzX      c-"''-'*  COS  2  rtxdx, 

on  trouvera 

• 

dn 

=  —    I      0.  xtf-^*'*'  si  n  2  /lar  //x . 

Or 

1  2  x^"""'**  sin  7.nxdx  =1  — - 1*-'"*''  sin  1  nx 
J 

-h  -^    1  ^-  "»'*'  COS  2  nx  d.r. . 

Done 


f       e"""*'^  COS  2  nxdx  est  compris  dans  I'expres- 

0 

sion  Ce    "* ,  dans  laquelle  C  est  independant  de  x  ein  :  il 

reste  a  voir  quelle  valeur  doit  avoir  C  pour  que  Ce  '"  de- 
vienne  ^gal  k  cette  integrale  definie.  Or,  pour  w  =  o,  Tin- 
tegrale  devient 


I 


ij-'-'Vx,     ou     —5 

2W 

O 


et  Ce    '"  se  r^duit  a  C;  done  la  valeur  de  la  constanleC 


devait  6tre  — >  et  I'on  a 
2//? 


conime  nous  Tavions  trouvee  par  une  autre  voie. 


2WI 
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J/»oo 
I       f-'n'-x^  ^Qg  2  nxdx  comme  fonc- 
o 
tion  de  w,  on  aurait  trouve 


dm 
d^ou 


et  Ton  trouverait 


C  =  —     et    y  z:^^^—e     '"• 
2  2/w 

190.  CoDsiderons,  en  dernier  lieu,  Tiiilegralc 


X 


cos  ax^j; 


et  poson$ 


aoQdx 


Jr  ^  cos  fl:<;ct 


Nous  nc  prenons  pas  de  suite  la  limite  oo  ,  pour  ^viler 
une  diflGculte.  dont  nous  parlerons  tout  al'heure.  Differen- 
liant  deux  fois  par  rapport  &  a,  il  vient 

d^r               r ''  x*co^  axdx                /"*             ,                 sin  a/ 
-7^.  =  —    I      ; — z — =/—  I     C0SflJ:rfx=j^ , 

et  si  Ton  fait  /  =  oo  ,  on  voit  que  le  second  membre  se  pre- 
senterait  sous  une  forme  indeterminee. 
II  faut  maintcnant  int^grer  Tequation  lineaire 


r/V  sin  al 

da^  a 


Si   Ton  neglige  d'abord  le  dernier  ternie,  on  irouvera 
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pour  inlegralcj^  =  A e"  +  Be"**-,  consideranl  ensuite  A  el 
B  comme  des  fonctions  de  a,  on  ipouvera,  pour  I'integrale 
geiierale  de  Fequation  en  question, 

r  =  Ce^-+-C,tf-«H I      da /      da, 

^    Jo  ^  2  Jo  « 

C  el  Ci  etant  des  conslanles  arbitraires, 

II  faut  maintenani  supposer  que  /croisse  indefiniment, 
el  chercher  la  limile  du  second  membre. 

Or,  quand  /  est  extremement  grand,  sirn  al  passe  par 
loules  les  valeurs  de  —  i  a  -f- 1  pourun  ace roissement  ex- 
tremement petit  de  a,  pour  lequel  on  peutregarder  les  autres 
facleurs  comme  constants.  Les  elements  des  integrales  se 
detruisent  done  dans  cet  intervalle,  el  il  en'^est  de  m^me 
depuis  une  valeur  finie  quelconque  de  a  jusqu^a  Tinfini.  II 
suffit  done  de  considerer  les  elements  de  ces  integrales  entre 
o  el  une  valeur  infiniment  petite  de'«.  Mais  alors  e*  et  e"* 
peuvent  ^tre  remplaces  par  Tunit^  dans  les  integrales  qui 

se  reduisent  a  -?  el  les  deux  demiers  termes  rentrentdans 

2 

les  premiers. 

..      .i    ,.     .       J    1,.      ,       ,      r  cos  axdr          (*  ^  co%  axdx 
Amsi  la  limite  de  1  inieffrale  J >  ou  I      r 

etant  designee  par  j,  on  a 

II  ne  resteplus  qu'a  determiner  les  conslanles  C,  Ci. 
Or,  si  a  est  positif,  Cc**  croitra  ind^finiment  avec  «,  ce 

.  1  ry  Tx         1  C^  COSardx 

qui  ne  peut  convenir^  done  L=  o.  De  plus    I       -j 

dcvient  egale  a  -  pour  ^  =  o  ^  done  C,  =  -  et 
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Si  a.etait  negatif,  on  aurait  Ci  =  o  et  C  =  -?  et,  pa/ suite, 


X 


*  cos  a jrdx        n 
I  +  0?'  2 


191.  Si  I'on  differentie  les  deux  memb'res  de  cette  equa- 
tioa  par  rapport  a  a,  on  aura 


X 


^  X  sin  n.T.dx       —  tt 


o  ^+-^' 


fl  dtant  negatif.   Si  Toii  differenlie  I'equaiion  qui  se  rap- 
porte  au  cas  de  a  positif,  on  aura 


X" 


dxzrz-  (?-«. 


I  -+-  A-  2 
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CHAPITRE  XV. 

DETERMINATION   DES   SERIES   PAR   L'iNTEGRATION 
D*feQUATIONS    DIFF^RENTIELLES. 


192.  Nous  avoDs  vu  comment  Tintegrale  d'une  equa- 
tion differentielle  pouvait  6lre  developpee  en  serie-,  mais 
on  pent  r^ciproquement  se  proposer  de  irouver  requation 
differentielle  dont  une  serie  donn^e  serait  I'inlegrale.  Si. 
cette  equation  peut  ^tre  integr^e  completement  sous  forme 
finie,  on  saura  determiner  la  fonction  dont  on  avait  le  de- 

.  veloppement.  Pour  obtenir  cette  Equation,  on  difTerentie 
une  ou  plusieurs  fois  la  serie,  ou  d'autres  series  qu'on  eu 
deduit,  de  maniere  a  reproduire  celle  que  Ton  cherche, 
qu^on  peut  alors  eliminer.  Si  elle  ne  se  reproduit  pas,  mais 
qu'on  parvienne  a  une  serie  qu'on  sache  sommer,  ou  peut 
encore  obtenir  I'equation  cherchee. 

193.  Soit,  par  exempie,  la  serie 

J  ±=  1 H- 


.2  I  .'3t.  3.4  I  .2.  .  .6 

on  Iron  vera,  en  different!  ant  deux  fois, 

d'y  __  j:'  x^ 

e/jc'  -1.2         1.2.3.4  ' 

cette  serie  elant,  au  signe  pres,  celle  que. Ton  cherche,  on 
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peul  reliminer,  el  Ton  oblient  1  ecjualion  differenlielle 

dr'  "~      ^ ' 
Par  la  ibeorie  des  Equations  lineaires,  on  irouvera 
r  =  A  cos  X  4-  B  sin  X , 

A  et  6  etant  des  constantes  a  determiner. 

Pour  cela  on  observera  que  la  s^rie  conserve  la  m^me  va- 
leur  quand  on  change  le  signe  de  X]  done  B  =  o.  De  plus, 
elle  se  r^duit  a  i  pour  x  =  o'^  done  A  =  i,  el  la  serie  est 
egale  a  coso:,  comme  on  le  savait  d'ailleurs. 

194.  Soil  encore  la  s^rie 


I        1.2       1.6       3.4       45 
on  en  deduit 

fly  X      .t'       x"^      X*  .   .  N 

dx  1234  V  /7 

dans  ce  cas,   on  est  arrive  a  une  serie  qui  n'est  pas  iden- 
lique  avec  la  proposee,  mais  que  Ton  a  pu  sommer. 
II  faut  mainlenant  iniegrer  Tequalion 

fir 

^  =  —  I -I- I.  (i -h  x),      ou     y  z= -^  X -\- f  dx\.  (\ -{-x), 

qui  donne 

r  =  C—  2j:4-(h-x)I.  (i-+-Jr). 

La  constantc  C  doit  ^ire  egale  a  i ,  puisquc  la  serie  se  re- 
duil  «i  I  pour  x  =z  o\  done 

V  =  I  —  2.r  4-(i  4- Jr)l.  (1  -\-r). 
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On  aurait  pu  differenlier  une  fois  de  plus,  et  Ton  auraiteu 

*^;  =r  t -— X -f- a:»  —  j:»  4-.  .  . — 


il  aurait  fallu  alors  integrer  l*^quation 

^r 1^. 

d'au 

Pour  determiner  C,    on  observera  que  rona-j^  =  —  i 
pour  x=  O] done  C  =  —  i ,  et 

On  aurait  continue  comme  dans  le  premier  calcul. 

195.  Gonsiderons,  en  dernier  lieu,  la  seric 

.r^  X*  x^  » 


2'     2'. 4'     2'  4^6' 

die  donne  d'abord 

djr  X  x^  x'" 


(i,T         2      2'. 4      2^4^6        ** 

Pour  faire  disparaitre  le  dernier  facteur  dechaque  denomi- 
nateur,  multiplions  les  deux  niembres  par  x,  puis  difTe- 
reutions-les,  il  viendra 

d^y       dr  x^  x>  x' 


dx^     dx  1'     2».4'     2^4^6» 

/  x"^  x'  .r*  \ 
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On  a  reproduil  ainsi  la  serie  proposee,  et,  en  I'dlimi- 
nant,  on  oblienl 

d^Y      (Ir 

ou 

d'^y         \    dy 
dx^        X  dx 

El,  en  eflfel,  nous  avons  reconnu  precedemment  que  cetle 
equation  differenlielle  a  pour  inlegrale  particulierc  la  serie 
propose ;  mais  nous  ferons  observer  ici ,  comme  nous  Tavons 
fail  pour  la  determination  des  integrales  definies,  qu'il  est, 
en  general,  n^cessaire  de  connaitre  rinlegrale  complete  de 
r^uation  difftrentielle  a  laquelle  on  parvient. 
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CHAPITRE  XVI. 

APPLICATION    DES    EQUATIONS    DIFFERENTIELLES    A    LA 
RECHERCHE   DE   FONCTIONS   DONT    ON    CONNAIT 
CERTAINES   PROPRI^Tfe   CARACTERISTIQUES.  , 


196.  Soit  propose  de  irouver  une  fonction  z  =  (p(x), 
telle  que  Pon  ait  pour  loute  valeur  de  x  ely^ 

(0  ¥  (•'^l-H  ?(/)  =  ?(*  + j)- 

Si  I'on  differentie  eette  equation  par  rapport  a  x,  en  consi- 
AetdLVMy  comme  constant,  on  a 

d'ou  Ton  conclut  que  (f'  (x)  est  constant,  quel  que  soit  a:, 
et  que,  par  consequent,  on  a 

dz 

a  designant  une  constante.  On  en  deduit 
(2)  z=iax-i-bj^ 

b  etant  une  nouvelle  constante. 

La  fonction  9,  qui  satisfait  a  Tequalion  (1),  est  doncne- 
cessairement  comprise  dans  celles  que  represente  la  for- 
mule  (2).  Mais  la  rc^ciproque  n'est  pas  sure,  et  il  faut  tacher 
de  determiner  les  constantes  a  et  &  de  maniire  que  la  sub- 
sliiution  de  la  valeur  trouvee  de  z  rende  I'equalion  (i)  ideu- 
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lique.  On  trouve  pour  resultat  de  cette  substitution 

ax  '^  b  -^  ay  -h  6  =  a  (  j:  -h  j.)  +  ^ , 

ce  qui  exige  que  I'on  ait  i  =  o,  d'ou  resulle  z  =  ax. 
La  solutiou  la  plus  generale  de  la  question  est  done  donnee 

par  la  formule 

ff{x)z=ax, 

a  etant  ime  constante  arbitraire. 

197.  Gherchoiis  maintenant  la  fonction  determinec  par 
la  condition  generale 

Differentiant  par  rapport  a  x,  il  vient 

?'(*)=r?'(^r)- 

DifF(£rentiaDt  la  m^me  Equation  (i)  par  rapport  a  y^  on 
obtient 

(p'  (jr)  =  x<f'  (xy). 

De  ces  deux  derniires  on  tire 

*?'(^)  =  ri>'(y); 

done  le   produit  X(f^ (x)  est    constant,   et    si    Ton  pose 
(f(x)  =  z^  on  aura,   en  designant  par  a  une  constanie, 

x  —  =  a,  d  ou  1  on  tire 

ax 

adx 

dz  = 1      3  =  <7 1 .  .r  -h  o  , 

X 

h  etant  une  nouvelle  constante.  Substituant  dans  T^ua- 
tion  (i),  on  trouve 

(2)  a\.x-{- h -\- a\,y -\- h  =1  a\,xy -\- b\ 

done 

^  =  o     el     z  =  a\.Xy 

a  etant  arbitraire. 
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Ainsi,  la  solulioii  ia  plus  generale  de  la  question  est 
donnee  par  la  formule 

la  base  du  sysl^me  de  logarithmes  etant  arbilraire. 

198.  Proposoiis-nous  maintenant  de  irouver  la  fonciion 
<f  (x)  d'apres  la  coudition 

En  differenliant  celte  equation  par  rapport  a  x  ety,  on 
.obtient  les  deux  suivantes  : 

?'(^)f  (j)=?  (•^-i-j)* 
d'ou  Ton  <3onclut 

!l(f)_Lir)_„ 

a  etant  une  constante.  Si  done  on  pose  (f  (x)  =  z,  on  aura 
1     dz 


d'ou 


z      fix  ' 


—  =  aclx ,      I .  y  =  «x ,     z  =  be"', 
z  0 


b  etant  constant.  Substituant  dans  Tequation  (i),  on 
obtient 

(a)  hef^'^be^r  =1  be^'^'-^r), 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  i'  =  i,  et,  par  suite,  fe  =  i,  car 
on  ne  saurait  prendre  i  =  o.  La  fonction  cherchee  a  done 
pour  expression 

a  etant  arbilraire. 

Si    la    constante    a    est  imaginaire,    ct    de    la    forme 
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m  ±  n  ^ —  1 ,  on  aura 

ff  [x)  z=.  er*  [cosnx±  ^ — i  sin/io:). 
199.  Soil  encore  proposee  la  condition 

DifTerentiant  cette  equation  par   rapport   a  T  et   /,    on 
obtient 

Ces  deux  equations  donnent 

^?'W<?(r)=r?'(r)?(-'^), 

d'ou 

9[^)        ?(r) 

a  etant  une  constante.  On  a  done,  en  faisant  (p  [x)  =  z, 


z 
on  en  deduit 


"  T"  =  ^' 

z    ax 


dz  fix  z  - 

z  X  0  ' 

h  etant  une  constante.  On  aura  done 

z  =;:  baf. 

Subslituant  dans  l*^quallon  (i),  il  vient 

(2)  baf.bf=zbx^y^'^ 

done  i  =  I,  el  la  fonction  cherch^e  a  pour  expression 

a  elani  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  suppose  az=m±  n  y/ —  i ,  la  fonction  prend  la 
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forme 

<p(x)  =  a:"'(cos./il..rdb\/--i  sin.wl.a:). 

200.  Nous  donnerons  pour  dernier  exemplede  ce  genre 
de  questions,  celle  qui  se  rapporte  a  la  determination  de  la 
resultante  de  deux  forces  egales,  faisant  enlre  elles  un  angle 
quclconque. 

On  est  conduit  dans  cetle  recherche  par  des  considera- 
tions fort  simples,  que  nous  n'indiquerons  pas  ici,  a  Tequa- 
tion  suivante : 

(l)  (p  (x  -hr)  H-  (J,  (x  — r)  =  (p  (J7)  ,p  (jr) . 

X  designe  le  demi-angle  des  deux  forces,  el  9  (x)  le  rapport 
de  la  resultante  a  I'une  d^ elles.  Or,  si  Tangle  des  forces  est 
nul,  la  resultante  est  egale  a  leur  somme*,  et  s'il  est  egal 
a  deux  angles  droits,  elle  est  nulle  :  on  devra  done  avoir 
les  conditions  particulieres  suivautes,  en  designant  (f{x) 
par  z  : 

iz  =  ?     pour     4:  =  o, 
z  =  o     pour   .  X  =  -» 

et,  de  plus,  z  ne  pent  devenir  nul  pour  aucune  valeur  de  x 
comprise  entre  o  et  —  On  observera  d'ailleurs  que  la  ques- 
tion de  statiquc  n'impose  aucune  condition  a  la  fonction 
pour  des  valeurs  de  x  non  comprises  entre  o  et  ->  et  pour 

des  valeurs  de  j  plus  grandes  que  x.  On  pent  reconnaitre 
facilement  que  la  premiere  des  equations  {2)  est  une  conse- 
quence immediate  de  Tequation  ( 1 ) ;  car,  si  Ton  y  fait  /  =  o, 
on  trouvc 

2T>(x)  =,p(.r),p(o), 

d'ou  resullc 

tp(0)  =  2. 


I 
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Cela  pos^,  en  difE^rentiant  deux  fois  r^uation  (i)  par 
rapport  a  x^  et  deux  fois  par  rapport  ay,  on  obticnt 

dou  I'on  coDclut 

?{')  ~  ?(r)  ~    ' 

a  etant  une  constanle  reelle,  puisque  ©  (x)  ct  ^"  (x)  le 
sont. 
Cette  equation  devient,  en  remplacant  ff  (x)  par  «, 

\3)  -7-7 — az=zo. 

L'lnt^rale  de  cette  equation  aura  une  forme  differente, 
suivant  que  Ton  aura 

'n]>»o,      as^o^     a  <^  o. 

1®.  Soil  d'abcird  i2=so^  il  en  resuhe 

z  =  Cd:4-C,, 

et,  susbtituant  dans  Tequation  (1),  on  devrait  avoir,  pour 
une  infinite  de  valeurs  de  .r  ely, 

aCo:  4-  ad,  =  C x/  -h  CC,  j-H-  CC,  j:  -+-  CJ: 

les  termes  semblables  deyraient  done  ^tre  ^gaux  de  part  et 
d'autre,  d'ou  resulterait  C  =  o,  et  y  (x)  serait  egal  a  une 
constante,  ce  qui  est  impossible  5  done  on  ne  peut  avoir, 
fl  =  o. 

a'*.  Soit  a>o;  Fintegralc  generate  de  F^uation   (3) 
sera 

substituanl  dans  Tequation  (1),  et  posaiit 

II.  19 
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c^  (|ui  n'^tablit  aucune  liaison  entre  u  et  i^,  on  trouve 

C  (C  —  i)u  ^-  C.  (C,  —  i)  a-^  =  C (i  —  C.)  P  4-  C,  (I  —  C)p-. 

Les  coefficients  des  termes  dissemblables  devant  ^tre  nuls 
s^par^ment,  on  aura 

C  =  o,     C,  =  o, 
ou 

C=i,     C,=  i. 

Or  on  ne  pent  avoir  a  la  fois  0  =  0,01  =  0,  sans  quoi  Ton 
\  aurait  z  =  o,  qyel  que  fut  a:,  ce  qui  esl  absurde.  Done  on 
ne  peut  prendre  que  les  valeurs  suivantes  : 

C  =  I ,     C,  =  I , 
d'ou  il  suivrait 

expression  qui  ne  deviendrait  pas  nuUe  pour  x=-9  ei  qui, 

par  consequent,  ne  ^Eitisfait.pas  a  la  queslton.  Dqim;  on  ne 
peut  avoir  a  ^  o. 

3®.  Supposons  enfin  a<^o  et  posons 

ti  z=  —  /??'; 

Tintegrale  complete  de  Tequation  (3)  sera 

z  z:^  Ccos/7ta!  +  Ci  sin  mvy 

et  puisque  Ton  doit  avoir  z  =  2  pour  x  =  o,  il  en  resulle 
0  =  2,  ct  la  valeur  de  z  sera 

a  =  'a  cos  /w.r  +  Ci  sin  mx ; 

en   la  substituant  dans    Tequation   (i),   et  reduisant,   on 
trouve 

C  J  sin  mjc  sin  my  +  a  Ci  sin  my  cos  ma:  =r  o , 

et  comme  on  ne  saurait  avoir  m  =  o,  on  peut  supprimer 
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le  facleur  sinnvyf  el  il  rcste 

C]siQnf,v  -h  2CiC0s«a?=  o, 

equation  qui  ne  peut  6tre  satisfaite,  quel  que  soil  x,  qu'cn 
posant 

C,  =  0, 
d'ou  r^sulte 

z  =  ncosmx. 

La  constante  m  se  delermiuera  au  moyen  de  la  secoiulc 
equalion  (%),  qui  donuera 

COS  —  =  o , 
d'ou 

W  =r  2/1  -h  I  , 

n  eiant  un  nombre  enlier  quelconque.  Mais  si  Ton  ifa- 
vait  pas   ji  =  o,  cosmo:   deviendrail  nul   pour  la   valeur 

/I  .  .      ,  TT  . 

x  =  — : -»  qui  esl  moindre  que  -;  ce  qui  ne  saurait 

2(2/1-+-!)     ^  ^      2  ^ 

fetre,  'puisque  la  fonction  z  ne  peut  devenir  nulle  pour 

aucune  valeur  de  x  entre  o  et  ~  •  Done  enfin 

2 

z=  2COS.r, 

el  la  valeur  de  la  fonclion  cberchee  est 

a>(x)  =  2COS./:. 
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CHAPITRE  XVII. 

DIGRESSION    SUR    QUELQUES   PROPRllETlSS   OU   USAGES 
DES   INTEGRALES    DEFINFES. 


Infegrales  Eulen'ennes. 

201 .  Legendre  a  designe  de  celte  matiiere  deux  especes 
d'inlegrales  definies,  etudiees  avec  beaucoup  de  soin,  d'a- 
bord  par  Euler,  el  ensuite  par  Legendre  lui-m^me ;  nous 
nous  bornerons  a  en  faire  connailre  les  principales  pio- 
prietes.  Cellesde  la  premiere  espece  sont  comprises  dans  la 
formule 

o 
celles  de  la  seconde  sont  de  la  forme 

a  etant  positif,  sansquoi  Tintegrale  serait  infinie. 
Si  Ton  pose  1.-  =JS  on  lui  donne  la  forme 


£ 


Legendre  designe  les  premieres  par  le  symbole  (p,  y),  el 
les  secondes  par  F  (a)  •,  de  sorle  que  Ton  a 
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Nous  avons  deja  cu  occasion  de  parler  de  ces  dernieres 
dans  Ic  Cours  de  premiere  annee,  et  nous  avons  demontre 
c|ue  si  a  est  entier,  on  a 

r(«)  =  i.2.3..  .(a—  l); 

el  que,  quelque  valeur  positive  qu'ait  m,  on  a 


1 


o 


202.  On  reconnait  immediatement  une  propriele  tres- 
siniplc  des  intdgrales  de  premiere  esp^e,  et  qui  consistc  en 
cc  que  leur  valeur  ne  change  pas,  quand  on  change  Tune 
dans  Tautre  les  deux  lettres  p  et  q.  En  efTet,  si  Ton  fait  la 
somme  des  deux  elements  de  Tint^rale,  correspondants  a 
deux  valeurs  de  x  dont  la  somme  soit  ^gale  a  i ,  elie  rcste 
evidemmeni  la  m^me  quand  on  change  p  en  9,  et  r^cipro- 
quement,  puisque  eela  ne  fait  que  changer  les  deux  elements 
Tun  daiv^rautre.  Done  Tint^grale  entre  les  lirailcs  o  et  i 
reste  la  m^me  quand  on  change  Tune  dans  Tauire  les  deux 
lettres  peiq'^  propri^te  qui  s'exprimcra  de  la  maniere  sui- 
vante : 

{Pr'f)=  {7,P)' 

203.  D^montrons  main  tenant  une  des  principales  pro- 
prietes  des  fonclions  de  seconde  espece,  dont  I'ctude  doit 
6ire  faile  en  m6me  temps  que  ccMcs  de  premiere. 

Considerons  Tint^grale 

J' (1. !)%/,.  =  r («+.); 
Fintegration  par  parties  donnc 

/(,i)-,,.=.(,.:)V./(,.:)-,.. 
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et^  pretiant  les  limites  o  el  i , 

jr'(,.i)-.,=.j'(,.i)-v„ 

ce  qui  donne  la  relation  sui\ante 

r(fl-Hi>=flr(fl). 

Au  moyen  de  celle  relation,  il  sufGra  de  connaitre  la  fonc- 
tion  T  (a)  pour  toilles  les  valeurs  de  a  comprises  entre  o 
et  X ,  pour  en  deduire  celles  qui  se  rapportenc  anx  valeurs 
de  a  comprises  entre  i  et  3.  De  c<tlWci  on  jpassera  aux 
valeurs  de  a,  comprises  entre  a  et  3,  et  ainsi  de  suite  inde- 
fiuiment. 

La  conatruction  d'uae  Table  qui  donnerait  toutes  les 
^  valeurs  possibles  de  la  fonctioa  T  ^e  reduit  done  a  la  consi- 
deration des  valeurs  de  n  comprises  entre  o  let  i . 

Nous  allons  voir  qu'il  suffit  mdme  de  connaiU'e  les  valeurs 

d(i  r  (a)  dans  TintervaHe  de  «  =  o  a  a  =  — 

.2 

D'apres  ce  qui  a  ele  dit  precedemment,  on  a  Tequation 


b  etant  positif.  Multiplions  l^s  deux  merobres  par  x""*  dx^ 
a  etant  positif  el  plus  petit  que  i,  et  integrons-Ies  par  rap- 
port a  X  entre  o  et  Tinfini^  nous  aurons 

o      Jo  Jo      (^-^^) 

inlegrons  d'abord  par  rapport  a  jc,  et  observons  que 

Ta 


£ 
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le  premier  membre  de  requation  deviendra 


oo 


r(a)  I      z^-^*-' e—' dz,     ou     r(fl)r(ft-.«), 


ce  qui  donne  r^uation 

r(«)r{6-«)  =  r(i)jf"^,, 
d'ou 

(n-x)*~  *     r(6) 


I 


£ 


On    voit  done   ^ommcDt    ]es    int^ales  de   la   forme 

-. rj9  dans  lesquelles  on  a  a<]i,  dependent  de 

celles  que  nous  avons  designees  par  F.  « 

Considerons  le  cas  particulier  de  i='i,  el  rappelons- 

nous  que    r(i)  =  i,  et    /     = -r-^ — ?    I'^quation 

precedente  deviendra 

r(«)r{.-«)=.  '' 


ill  I  Sin  ATT 

Si  done  on  connaissait  les  valeurs  de  F  (a)  depuis  a  c=  o 

jusqu'a  a  =1-1  celle  equation  dominant  F(i — a),  d'apres 

F(a),  ferait  connaitre  les  valeurs  de  la  fonction  depuis 

)it'     a=-  jusqu^a  «=  i.  U  serait  tres-facile  ensuite,  comme 

nous  I'avons  fait  voir,  de  determiner  »es  valeurs  depuis 
rt  =  I  jusqu^li  a  =  QO  . 

On  peut  remarquer  que  si  dans  Tequation  precedente  on 

fait  rt  =  -9  on  obtient 


(rM':=^7rj      crou      rirr.s/;;; 
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ainsi 


t/o 


Posant  X  =  J%  il  vient 

O  •/—  00 

comme  nous  Tavions  irouve  deja  par  d'autres  procedes. 

204.  Les  integrales  de  premiire  espAce  peuvent  se  ra- 
mener  a  celles  de  seeonde;  ce  qui  est  avantageux  en  ce  que 
celles-ci  ne  dependent  que  d'une  seule  variable  a,  tandis 
que  les  autres  dependent  de  deux  variables  p  et  q. 

L'integrale    /     x^"^  (i  —  x^'^  dx    devient,  en  posant 


0?=  • — r- 


£ 


dont  la  valeur  est,  d'apris  une  formule  du  numero  pre- 
cedent, 

r(/^)r(7). 

Tip-hqy 

on  a  done  Tequation  suivante 


ou 


formule  tres-simple  qui  servira  a  exprimer  les  fonctions  de 
premiere  espice,  au  moyen  des  fonctions  T, 
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mS.  Si  Ton  multiplie  membre  a  mentbre  les  deux  equa- 
tions ~ 

il  vient 

et  comme  le  second  membre  tie  change  pas,  qiiand  on  change 
VuDe  dans  Taulxe  deux  quelconques  des  lettres  p^q^r^  ii  en 
sera  de  m^me  du  premier  membre,  et  Ton  aura 

{p^  ?)  (i^  +  ^>  0  =  [P^  '•)  {P  +  ^  9)  =  ('•»  9)  {9  -+-  r>P)y 
ce  qui  esl  une  des  proprietes  fondamen tales  des  fonctions 

206.  Supposons  maintenant  que  les  deux  nombi^es  peiq 
soient  egaux  dans  la  fonction  (p^  q)  \  on  aura  alors 

(.,,«)=  r^-'(i-x)— ^. 

Jo 
Posons  X  =  -  (i  -Hy)^  il  viendra 

faisons  ensuite  y*  =  z,  d'oii  dy  = — 7  ?  on  obtlendra 
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ou,  en  remplaffertil  !efe  foiiciicrns  (/>,  9)  pAr  leurs  valeors  au 
moyen  des  foDCtions  F, 

r(^)r(.^)^     T{k)T(a) 
r(2a)  2'«-'r(i^-a)' 

d'ou  I'on  tire,  en  observant  que  F  (  -  j  =  7r% 

ce  qui  const!  tue  uue  nouvelle  propriety  generate  des  fonc- 
lions  F. 

Nous  bornerons  la  ce  que  nous  avions  k  dire  des  lAte- 
grales  eulerienhtes,  et  nous  i^eftverrons  p6tir  plus  de  details 
aux  Exercices  de  Calcul  integral  de  Legend  re. 
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CHAPITRE  XVIII. 

EXPRESSION   D'UNE   FONCTION    PERIODIQUE   ARBITRAIRE 
EN   S^RIE   TRIGONOM^TRIQUE,    AU   MOYEN 

d'int^grales  D^FINIES. 


207.  Les  applications  de  Tanalyse  aux  ph^nomines  phy- 
siques ont  conduit  a  la  recherche  du  developpement  d'une 
fonction  quelconque  en  series  dont  les  differents  termes 
etaient  proportionnels  aux  sinus  ou  cosinus  des  multiples 
de  la  variable. 

C'est  le  probleme  des  cordes  vibranles  qui  a  donn^  lieu 
a  la  premiere  question  de  ce  genre.  Daniel  Bernoulli  re- 
pr^sentait  Tetat  initial  de  la  corde  par  une  s^rie  trigono- 
metrique  dont  il  ne  determmait  pas  les  coefficients.  Euler 
en  donna  I'expression  au  moyen  d'int^grales  d^finies;  mais 
c'est  principalement  a  Lagrange  et  a  Fourier  que  Ton  doit 
d' avoir  fixe  le  sens  exact  deuces  formules. 

Avant  de  donner  la  demonstration  rigoureuse,  nous  com- 
mencerons  avec  Euler  par  celle  qui  se  presente  le  plus  na- 
turellement,  et  qui  est  fondee  sur  la  methode  des  coeffi- 
cients indetermines.  Soit  F  (x)  une  fonction  quelconque 
de  X,  et  posons 

F(^)=  B4-  (A.sin  j:  -f-  B,K:os.r)-h. . . 
-f-  ( A„ sin  mx  -f-  B«, cos mx)  -^,  ,  .  . 

Si  mainlenaBt  on  veui  determiner   le  coefficient  A,„  de 
sin  mjr,    il   suffira  de  multiplier  les  deux  mcmbres  par 
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sin  mxdx  et  d'inlegrei'  entre  deux  limites,  ayant  pour  dif- 
ference 2  71.  Tous  les  coefficients  inconnus  disparaitront, 
exceple  h„,>i  parce  que  Ton  a 

I  sin  mx  cos  nxdx  =  o , 

/»  rt  -f-  i  TT 

I  sio  Inx  9t\iinxdx  sc  o  ; 

d'ou  I'on  conclura 


*OT  — 


X 


F  (x)  sin  /7jx</x 


X 


sWi^mxdx 


-    I  ^  (x)^\nmxdx. 


On  irouvera  de  m^me 

J       /•a-f-2ff 
B«  =  -^    I  F  ( .r )  COS  m.rdr 

II  faut  cxcepler  le  cas  de  m  =  o,  qui  donne 

B  =  -|  F(.)rfx, 

parce  ([ue 

cos'' mxdx  =  It 


i: 


pour  loules  les  valeurs  eniieres  de  m,  exceple  o,  qui  donne 

%a-h'i7t 


i: 


dx:rz  2ir. 


On  connaii  de  celte  noianiere  les  valeurs  des  coefficienis 
quand  le  developpement  est  possible-,  mais  il  eslesseniiel 
de  d^ierminer  les  conditions  de  sa  possibilite  et  les  liniiles 
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entre  lesquelles  la  fonction  est  representee  par  cette  serie 
essenliellement  p^riodique. 

C'esl  ponr  cela  que,  regardant  ce  qui  precede  comme 
une  simple  induction,  nous  allons  determiner  rigoureu- 
sement  ce  que  represente  une  pareille  serie, 

208.  Si  Ton  designc  par  u  un  arc  quelconque,  on  sait 
(|ue  I'on  a 

1  o                   •                  sin  (/«-+--)« 
-  -f-  cos  u  H-  cos  2  «  -i-  cos  3  a  4- . .  .  -f-  cos  mu  = ^-: — t—  ^  • 

2  2  sm  ^  u 

Changeons  u  en  a:  —  a,  mulliplions  par  une  fonction  arbi- 
iraire  F(pt)r  et  integrons,  par  rapport  a  a,  entre  deux  li- 
mitcs  quelconqucs  a  et  & ;  nous  aurons 


-    I     F(a)«/rt-+-  I      F(a)cos(j:— aWa^-   I     F(ajC0S2(.r — a)r/a-H. 
Ja  *A  sin^a:— a) 


=:£.. 


*  sin(m  +  Oi«--f)   / 

) : — ;- r— i-  da. . 

'         sm^(a — x) 


On  voit  que  rien  ne  serait  change  dans  les  deux  membres 
si  Ton  augmentait  x  d'un  multiple  quelconque,  positif  ou 
negatif,  de  a  Tt,  et  que,  par  consequent,  ils  representent 
line  fonction  p^riodique  dont  la  periode  est  2  tt,  quel  que 
soit  d^ailleurs  le  nombre  entier  m.  Or,  lorsqu'on  fail  croitre 
ce  nombre  indefiniment,  le  second  membre  tend  vers  une 
limitequ'il  est  facile  de  determiner,  et  le  premier  membre 
sera  le  developpement  en  serie,  de  la  fonction  qui  exprimc 
cette  limite. 

On  rcmarquera  que  Ton  pent  se  bonier  a  considercr  les 
valeurs   de  a  infiniment   voisines  de   celles  qui    rcndent 
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sin  -(a  —  x)  =  o,  vu  que  Tintegrale  tendrait  vers  zero,  a 
mesure  que  m  augmenterait,  pour  toul  interval!^  dans 
lequel  sin  -  («  —  x)  resterail  une  quantiie  finie. 

En  effet,  lorsque  m  est  devenu  extr^memeot  grand, 
( m  •+-  -  j  (a — x)  varie  de  2 it  quand  a  varle  de  la  quantite  ex- 

tr^memeat petite r :  dans  cet  intervalle,  -; — ,  }    — :  ne 

^  w -h  ^  'sin-j(a  —  x) 

varie  pas  sensiblement,  tandis  que  I  sinfm  -f-- j(j: — a)doL 

est  z^ro.  D'ou  il  suit  que  lous  les  elements  de  Fintegrale, 

correspondanls  aux  elements  infinlment  petits ;  de  la 

variable  Ix,  sont  infiniment  petits  par  rapport  a  ces  derniers; 

et  par  consequent  T in legr ale  prise  dans  un  intervalle  o\\ 

F(a)  r    •  J 

-: — r-r—^ r  reste  imi,    lend   vers  zero,   a  mesure  que  m 

sin^(a— j:J  '  '  ^ 

augmente  indj^finimeur.  On  peut  done  se  borner  a  conside- 
rer  les  valeurs  de  a  qui  diffeient  infiniment  peu  de  celles 

qui  rendent  sin  -  (a  — .  x)  =  o,  et  qui  sont  les  suivantes  : 

it,  xzfcaff ,..  .  ,     aidz^kiCj . ,  . . 

Sou  X  une  valcur  quelconque  comprise  en  tie  a  eib^  ei 
supposons  que  b  —  a  soit  to^t  a\i  plus  egal  a  2  tt  ;  on  con- 
siderera  seulement  les  valeurs  infiniment  pqtitesde  a  —  x,- 

on  pourra  alors  remplacer  sin  -  («  —  :r)par-  (a  — x)^  et 

le  second  membre  de  Tequatiou  (i)  deviendia 
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e  elant  infiiiinient  petit  ^  ou,  ea  faisant  a  —  j:  =  ct>, 

Si  F(a)  est  continue  dans  le  voisinage  de  x,  on  pourra 
remplacer  F  (x  -f-  w)  parF  (j:),  et  Ton  aura  seulement 

(3)  F(x)p'^'"^"^^>rf.; 

J-  e  " 

et  cette  integrale  n'ayant  de  valeur  sensible  que  pour  des 
valeurs  infiniment  petites  de  ct>,  lorsque  m  croit  indefini- 
ment,  on  peut  sans  inconvenient  etendre  ses  limites  jus- 
qa'a — ooet+oo,  ce  qui  facilite  I'integration,  et  Ton 
trouve  pour  resultat  tt.  La  limite  du  second  membre  etant 
ttF  (a:),  on  a  la  formule  suivante  : 

(4)  7rF(x)  =  i    r'F(a)£/3c4-y        f    F(ot)emPf(x^a]doi, 

^  Ja  I     J  a 

quylonnele  develop^>emenl  de  F  [x)  suivanl  uneseriedonl 
le  ternie  general  est  de  la  forme 

Afli  sin  mx  -f-  B«  cos  mx. 

11  nous  reste  a  faire  quelques  observations  propres  a  on  fixer 
le  veritable  sens. 

209.  Si  I'on  donne  a  x  une  valeur  telle  qu'entre  a  et  b  i\ 
ne  tombe  aucune  des  valeurs  renfermees  daus  Texpres^ion 
x±  2in,  k  etant  un  nombre  enlier  quelconque  qui  peut 
etrezero,  Fint^grale  (2)  est  nulle,  et  la  serie  a  pour  limiie 
zero,  pour  ce^te  valeur  de  x.  Lelieu  qui  aui  ait  pour  ordon* 
nee  le  second  membre  de  Fequation  (4),  divisc  par  tt,  sc 
composerail  done  d'abord  du  lieu  de  Tequationj'  =  F  (t) 
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eiitre  x=  aei  x=  b^  reproduit  indefinimeiitdans  les deux 
sens  de  I'axe  des  x,  de  telle  sortc  que  les  points  correspon- 
dants  seraient  dislants  les  uns  des  autres  de  !iir;  et,  en 
outre,  de  toutes  les  parties  de  I'axe  des  x  comprises  entre 
ces  courbes  successives. 

Si  I'intervalle  b  —  a  est  egal  a  ^tt,  le  lieu  j^  =  F(x), 
construit  entre  a:  =  a  et  a:=  i,  se  reproduit  a  la  suite  de 
lui-m^me  indefiniment,  et  tous  les  points  correspondants 
seront  distants  de  277. 

210.  Si  X  est  egal  a  une  des  limites  de  I'integration,  a  a 
par  exemple,  rintervalle  b  —  a  etant  encore  egal  a  2  tt, 
rintegrale  (2)  ne  sera  prise  qu'entre  o  et  -f- e,  quand  a 

sera  dans  le  voisinage  de  a^ ce  qui  donn^ra  -F  (a).   Miis 

quadd  a  sera  dans  le  vbisinage  de  5,  qui  est  egal  a  a  -f-  stt, 

sin  -(a — x)  sera  encore  infinimont  petit^  et  si  Ton  pose 

a  =  a-4-27r—-  w,  on  aura 

sjn  -  (a — X)  =  sin-» 
2  ^  '  2 

qu'on  remplacera  encore  par—  On  aura  ainsi  une  nouvelle 

integrale  qui  sera  egale  a -F(i)  •,  d'ou  Ton  voit  que,  lors- 

qu'on  donue  k  x  une  valeur  egale  a  Tune  quelcooque  des 
limites  de  Tiutegration,  la  serie  donne  la  demi-somme  des 
valeurs  de  F  (a:)  relatives  aux  deux  limites. 

2H.  Si  pour  une  valeur  de  a:  comprise  entre  aeti, 
F  {x)  n'est  pas  continue,  et  passe  brusquement  de  la  va- 
leur m  a  la  valeur  ;/,  il  faudra  dans  I'integrale  (3)  supposer 
F  (x)  =  m  entre  —  e  et  o,  et  F  (.r)  =  n  entre  o  et  H-  e,  ce 

qui  donnera  pour  resultat  -  (m-f-  /i)«  Ainsi,  pour  une  va- 
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leur  de  x  qui  rend  F  (x)  discontinue,  la  serie  donne  la 
demi-somme  des  valeurs  de  F  (x)  qui  correspondent  a  cette 
mime  valeur  de  x. 

2i2.  Nous  avons  suppose  que  la  difler^nce  des  limites 
a,  h  etait  tout  au  plus  ^ale  a  air.  Voyons  ce  qui  arriverait 
si  cette  difiTerence  etait  plus  grande  que  air,  et  que  la  fonc- 
tion  F(a)  fut  donnee  arbitrairement  dans  cette  etendue  : 
supposons,  pour  fixer  les  idees,  que  Ton  ait6 — a  =  27rH-(^, 
d  etant  plus  petitque  a  tt.  Pour  toute  valeur  de  x  comprise 

entre  a  et  a  -i-  J,  sin  -  (a  -^  x)  deviendra  nul  po^  a  =  x 

et  pour  a  =  aTT  +  x;  on  aura  done  k  considerer  dans  Tin- 

t^rale   /     les  valeurs  de  a  dans  le  voisinage  de  x  et  de 

2  7r  +  X,  et  par  consequent  on  trouvera  pour  valeur  de  cette 
integrale  relative  a  ces  valeprs  de  x, 

7r[F{j?)-hF(x-|-a7r)]; 

de  mime  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  b  —  delb, 
on  trouverait  pour  valeur  de  Tinlegrale, 

ir[F(x)-t-F(x—  2w)j. 

Pour  les  autres  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  A,  Tin- 
t^rale  aurait  simplement  pour  valeur  F(x).  On  voit  ce 
qui  arriverait  si  i  —  a  renfermait  un  nombre  quelconque 
de  fois  2ir,  et  que  la  fonclion  F(a)  fut  donn^dans  toute 
cette  Etendue.  Cen'est  done qu'enpren ant  air  pour  diffe- 
rence des  limites  de  I'int^ration,  que  la  serie  representera 
la  fonction  elle-m£me  F  (x)  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  ces  limites.  Dans  tons  les  cas,  la  fonction  repre* 
sen  tee  par  la  serie  aurait  pour  periode  2  it. 

Si  la  fonction  F  (a)  est  periodique,  que  2  7r  soit  Tetendue 
de  la  periode,  el  que  b  —  a  soil  un  mulliple  de  air,  la  se- 
ll. 20 
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rie  repr<5senl1^ra  evidemmenl  7rF(jt:),  multiplie  par  le 
nombre  de  fois  que  b  —  a  contient  ait;  en  divisant  done 
par  ce  nombre,  on  aurait  encore  ttF  (jr)  comroe  si  Ton 
avail  integre  entre  a  et  «-f-  2  7r. 

213.  Si  I'on  suppose  a  =  o,  i=a7r,    la  formula  (4) 
donne,  en  divisant  par  tt^ 

(5)  t[x)=—    \       F(a)  rfce  -+.  -  y      /       F(a)cosm(x->a)^a. 

^^c/o  'f'^^l    Jo 

Si  I'on  fail «  =  —  tt,  5  =  -h  t:,  on  obtieni 

On  peul  ainsi  developper  en  une  serie  qui  procede  suivant 
les  sinus  cl  cosinus  des  mulliples  de  x,  une  portion  d'uiie 
fonclion  quelconque  F  [x)  comprise  entre  x  =  o,  a:  =  aff, 
ou  X  =  —  TT,  x  =  -I-  TT,  et  qui  peuvent  se  composer  elles- 
m^mes  de  plusieurs  parlies  apparienant  a  des  fonciions  de 
formes  lout  a  fail  differentes.  Mais  ceile  portion  se  repro- 
duit  indefiniment  dans  les  deux  sens ;  de  sorie  que,  pour  les 
valeurs  de  x  en  dehors  decesli mites,  la  s^rien  a  aucun  rap- 
port avec  les  valeurs  que  prendrail  F  (x)  d'apr^s  la  forme 
de  cetle  fonclion.  Si,  par  exemplc,  y=zY{x)  represente 
line  parabole,  la  serie,  a  mesure  que  x  croilra  positivemenl 
ou  n^gativement,  reproduira  periodiquemenl  Tare  de  celte 
parabole  compris  entre  x  =  —  tt,  a:  =  tt,  et  uullemcnl  la 
parabole  iud^finic. 

214.  On  pent  donner  plus  de  general ite  aux  formules  (5) 
et  (6),  en  supposani  que  la  fonclion  a  developper  est  don- 
n^e  dans  un  inlervalle  quelconque  aZ  au  lieu  de  arr. 

En  effet,  si  Ton  fail  a'  =  —  i  et  a  =  — ,  les  formules  en 
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question  donneront 

KT)=ir''{T)- 

ou,  en  repretentant  F  {  -7- )  par  ?  (^)?  qui  sera  uuefonction 

arbitraire  de  «,  connue  entre  o  et  2/,  ou  entre  —  /  eH-  /, 
ei  rempla9aQt  z  par  la  leltre  x,  qui  est  plus  geoeralement 
employee,  on  aura  les  deux  formules  suivantes  : 


(.7) 


/  '♦"7^      I       V>(«)cosw ^ <loL, 

215.  Si  la  fonclion  9  (x)  est  telle  que  Ton  ait 

?(  — ')  =  ?(-^')> 
on  obliendra 

f  (a)  sin  ///  --  r/a  =:  o , 

i  ^(a)coS/« -y  <^a=i  2   I      <p(a)cos#/i  y  ^a; 

1/—  /  «^w 


20. 
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la  formule  (8)  devient  alors 


I         "'"7^    cosw—    1     r(°')<^<>S'''-r"°'' 


(9) 


et  de m&me  la  formule  (6)  donnera 

U(a)=:-     i        y(a)rfa 

'       X         )  •^^ 

no  ( 

I  "*"'*X    t-os/wj:  I       7 (a)cosi7ia//a. 

216.  Si  Ton  avail,  au  contraire,  (f  ( —  j:)  =  —  tp  (j:), 
il  en  resulterait 


£ 


y(a)cosiw---  </a=Oy 


/         ^  (a)  sin  m -y  rfa  =  2    /     ^  (a)  sinm^  </a; 

la  formule  (8)  se  reduirait  k  celle-ci 

(ii)         ?(*)  =  y2    *»^'"-7     I     ?(a)siniw  jrfa, 
I  Jo 

et  la  formule  (6)  a  la  suivante 

(12)  y^'x)=  — 5*     sin/Tfx   I      f  (a)  sia  ma^a. 

'^'^'  Jo 

Exemples  divers, 

217.  Proposons-nous  d'abord  de  d^velopper  en  s^rie  tri- 
gonometrique  utie  fonciion  qui  esl  egale  a  une  constanie 
entre  x  =  o,  a:  =  /,  et  a  .la  m6me  constanie  changee  de 
signe,   entre  jc  =  o,  a:  =  —  /.  II  sufflra  evidemment  de 
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prendre  cetle  constante  ^gale  a  Funite,  et  Ton  passera  en- 
suite  a  toute  autre  valeur  par  une  simple  multiplication. 

Nous  supposerons  done  (f  {x)  c=i  dans  la  formule  (ii), 
et  nous  aurons 


I  —  COS  mn   ,       itx 

sm/w  -T' 

m  I 


Or,  pour  171  pair,  I  — cosmtrrrro^  et  pour  m  impair, 
I  —  cosmTT  =  25  d'oul'on  conclut 

ce  qui  est  la  formule  demandee.  La  fonction  ind^finie  est  * 
p^riodique,  et  Tamplitude  de  la  periode  est  2/. 

218.  Developpons  maintenant  la  fonction  qui  serait.egale 
a  X  entre  les  limites  —  lei  -hi- 

Gomme   on   a  alors  y( — x)  =  —  ?('^)>   i^  faut  faire 
usage  de  la  formule  (i  i),  et  Ton  trouvera 

/    \  2  V**  •         nx    f  ^      ,         VOL    , 

(a)  '^^^1^    siniw—     I     asm  m -J  da, 

f  '  Jo 

ou,  en  effectuant  Tint^gration, 

2//  .    no:       I    .        fcx       I    .    _  iTJ?        I    .     ,  TT j:  \ 

«=—  I  Sin-- sm2  -—  4--sm3 -7Sin4-r  -h...  )• 

It  \        I        2,  i        o  I        ^       ^   I  J 

Mais  si  Ton  voulait  que  la  fonction  fut  ^gale  k  x,  entre  o 
et  /,  et  ^  —  X  entre  o  et  —  //on  aurait  y  ( —  x)  =  y  (a:), 
et  il  faudrait  employer  la  formule  (9).  On  aurait  alors 

if'  ,2  v^*  itx    r'  noL   , 

« = -J    I     aaa-i-jy      cos/w—     I      acosiw-yfla, 

«/o  '  •Jo 

ou,  en  effectuant  les  integrations, 
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Ces  deux  formules  (a),  (b)  representent  la  rD^me  valenr  x 
entre  o  et  /,  mais  elles  ont  des  valeurs  egales  et  des  signes 
contraires  entre  o  el  —  / ;  elles  ont  d'ailleurs  Tune  et 
l^autre  a  /  pour  peri  ode. 

On  voit  par  \k  que  les  lieuxdont  ces  developpements  se- 
raiehtles  ordobnees  auraieni  des  parties  de  longueur  finie 
qui  coincideraient,  et  d'autres  parties  qui  seraient  differentes 
pour  I'un  et  I'auire. 

219.  Cherchons.  maintenant  I'expression  en  serie  de 
Pordonnee  du  trapeze  isocMe  AMNB,  dont  la  base  AB  est 
egale  a  ir,  et  qui  est  tel  que  depuis  A  jusqu'4  Fabscisse 
AP  =  a,  on  ait y  =  X]  depuis  P  jusqu'a  Q,  jr  =  a,  et  de- 
puis Q  jusqu'a  B,  jr  =  T:  —  x.  Supposons,  de  plus,  que 
Ton  ait  9  ( —  a:)  ==  —  <f  (x)  entre  —  tt  et  -I-  ir. 

U  faut,  dans  ce  cas,  faire  usage  de  la  formule  (la))  et 
Ton  trouvera,  toute  reduction  faite,  pour  expression  de 
Tordonneej-  dece  contour, 

r  =  -  ( sin  a  sin  JT  -I-  —  sin  3  a  sin  3  a:  -h  —  sin  5a  sin  5  a:  -+- . .  .  )  • 

TT  \  3'  5*  / 

Si  Ton  suppose  a  =  -9  le  trap&ce  sie  reduit  a  un  triangle  iso- 
cele  AOB,  etTequation  de  cette  ligne  brisee  sera 

y  =  -i  I  .r  —  —  sm  3  .r  -h  —  sin  5  ^ sm  7  x  -h .  . .  J  • 

«•    \  3'  5'  'J?  :    '  / 
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GHAPITRE  XIX. 

EXPRESSION    D'uNE   FONCTION    ARBITRAIRE,    IHON 

PIERIODIQUE,    AU   MOYEN   DES  INTfiGRALE& 

D^FINIES. 


.3) 


220.  La  formule  ( 8)  representant  une  fonction  arbitraire 
entre  a:  =  —  lei  x  =  l,  il  sufBra  de  faire  crottre  / indefi- 
niment  et  de  passer  a  la  limite,  pour  avoir  Vexpression 
d'une    fonction    quelconque     depuis    x  =  —  oo   jusqu'a 

X=  00  . 

Nous  allons  monlrer  comment  le  signe  ^  se  cliange  alors 

^n  un  signe  d'integration  dans  les  formules  precedentes. 

Nous  supposerons,  pour  eviter  toute  difficulte,  que  (f  (x}, 
ne  devienne  jamais  infini,  et  soit  nul  pour  j:  =  —  oo  et 
X  =  00  5  de  sorte  que  la  courbe  representee  par  j*  =  y  (a:) 
finit  par  s'approcher  ind^finiment  de  I'axe  des  x^  lorsquc 
X  crolt  indefiniment,  soit  positivement,  soit  negativement. 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  Tequation  (8)^ 

I     /*"*■' 
—    I         (f  (a)  doc^  tendra  vers  zero  lorsque  I  crottrasans 

limite,  et  il  sufBra  de  consid^rer  la  seconde  partie  de  c^ 
m^me  membre,  qui  peut  feire  ecrite  comme  il  suit^  en  posant 

-I  ^(  x)  cos  6  ( a;  •■"  OL.)  da -H-  I         cp(a.)cos28(x  — a)</a -h. 

)  COS  w  e  (.c  —  a)  rfa  4- . 


-i£  '^" 
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Or,  si  Ton  fait  me  :=:  je?,  on  peut  regarder  p  comme  une 
variable  a  laquelle  on  donne  successivemeni  des  accroisse- 
ments  iSgaux  a  e  dans  la  fonclion  generate 

y  ( a )  cos/7  [x  —  a)  r/a ; 


/: 


I 

el  en  mullipHanl,"pour  chaque  valeurdep,  cette  fonction 
par  raccroissement  de  py  la  somme  de  tons  ces  elements 
depuis  p  =  o  jusqu  a  p  infini  ne  sera  autre  chose  que  Fex- 
pression  (i3)  multiplife  parTr.  Si  maintenant  on  fait  croi- 
tre  /  indefiniment,  e  tendra  vers  z^ro,  et  la  somme  (i3) 
tendra  vers  I'integrale 

-    I       dp  I        y(a)cos/?(jr  —  a)  da. 

Jq  J — CO 

L'^quation  (8)  conduit  done  ainsi  a  la  suivante  : 

(l4)         (p(x)  =  -     I       dpi        (p(a)cos/>(a:-- a)  r/a, 
t/O  •/ —  oo 

ou,  en  prenant  pour  limites  de//,  —  oo  et  -I-  oo  ,  ce  qui 
double  rint^rale, 


{ 


'5)^    (p{a:)  =  -!-.    /       dpi      ff  (a)  COS  p(x-^  a)  da; 

J oo  J — 00 

et  ces  formules  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a:,  de- 
puis —  00  jusqu  a  -+-  oo  . 

EUes  ne  diiTi&rent  pas  de  celle  que  nous  avons  demon- 
tree  primiti  Yemen  t. 

221 .  Dans  le  cas  ou  9  ( —  -a?)  =  ?  (x),  on  a 

Xoo 
^(a)  sin^a^a*=  o, 
-30 

/oo  /loO 

<p(a)cos/7afl?a=  2    I        ^ (at)  cos/7a^(X, 
-  00  Jo 
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el  les  formules  (i4)  el  (i5)  se  reduisenl  a  celle-ci  : 

(i6)         y(x)  =  -    /       dp  cos  px  I       ff  (a)  cos  pad  0L» 

Si  Ton  a,  au  conlraire,  9  ( —  x)  =  — 9  (^)5  ^^  irouvera 

(17)  ff{x)  =  -    I       dpsiupx  I       tf(oL)siQpoLdarf 

^  Jo  Jo 

el  reciproquexnenl,  si  Ton  emploie  les  formules  (16)  ou  (i  7), 
le  second  membre  se  formera  par  les  valeurs  de  (f  [x)  re- 
latives a  X  positif ;  el  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
(f( — x)  d'apres  la  ualure  de  la  fouclion  f,  ces  formules 
donneront  pour  x  uegalif,  (f  [x)  pour  la  premiere,  el  —  (f(x) 
pour  la  seconde. 

Toutes  ces  formules  qui  servenl  a  represenler  des  fonc- 
tions  enli^remeni  arbitraires,  donnees  entre  les  limiles 
finies  ouinfinies  de  la  variable,  sout  de  la  plusgrande  uti- 
litedans  les  applica lions  de  Tanalyse  aux  questions  de  phy- 
sique ou  de  m^canique  mol^culaire. 

Si  Ton  avail  a  exprimer  d'une  maniere  analogue  une 
fonclion  de  deux  variables  a:  ely,  on  la  consid^reraii  d^a- 
bord  comme  fonction  de  x,  y  elant  iraile  comme  une  con- 
sume, el  Ton  ferail  usage  des  formules  ci-dessus.  La  fonc- 
lion 9  (a)  conliendrait  alorsy  el  pourrail,  par  consequent, 
s'exprimer  par  les  m^mes  formules^  ce  qui  doublerait  le 
nombre  des  signes  d^integralion  ou  de  sommation  \  el  Ton 
agirait  de  la  m^me  maniere  pour  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

222.  Exemples.  Consid^rons  maintenant  des  fonctions 
donnas  depuis  a:  =  —  00  jusqu'ik  x  =  00  . 

Supposons  que  Ton  doive  avoir  j^  =  e~',  depuis  a:  =  o 
jusqu'a  a:  =  00  ,  el  y  =  e',  depuis  a:  =  p  jusqu'a  x  =  —  oo  5 
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on  aura  alors  la  condition  (f  (— x)  =  (f  [x) ,  et  il  faudra 
'    faire  usage  de  la  formule  (i6).  Elledonnera 

J  =  -    I       dp  COS  pa:  I       e^^cos/^arfa 


Or 

I        e     °^cospad(i  = . 

on  aura  done 

cospxdp 

.0    ^^+F 


2     /•*'  COS 


Et,  en  efFet,  nousavons  dej^  eu  occasion  de  reconnaitre  que 
cette  expression  est  equivalente  a  e^'  quand  x  est  positif,  et 
a  e'  quand  x  est  negatif. 

223.  Terminons  ces  exemples  par  le  cas  d^une  fonction 
qui  soit  egale  a  Tunite  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  — i  et  -j-  i,  et  nulle  pour  toute  autre  valeur 
de  X. 

On  a,  dans  ce  cas,  (f  {~  x)  =  <p  (x),  et  Fan  aura  recours 
a  la  formule  {i6). 

Or ;  la  fonction  etant  nulle  depuis  x  =  i  jusqu'a  a:  =  oo  , 
r integration  donnera  z^ro  dans  toute  cette  etendue,  et^  par 
consequent,  il  suffit  de  la  cohsid^rer  entre  les  limites  o 
et  I ;  ce  qui  donnera 

XCC  /»  I 

dp  COS  pa:    j      cospxda; 
Jo 


cl  CO  mine  on  a 


X 


smp 

cos p(iua  = =-  , 

P 


on  en  conclura 

sin/?  cos  pa: 


w  Jo 


p 


dp; 
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et  Ton  a  ainsi  une  expression  qui  est  egale  a  i  pour  toute 
valeur  de  x  enlre  —  i  et  H-  i ,  el  egale  a  zero  pour  toute 
valeur  de  x  en  dehors  de  ces  limites.  II  est  d'ailleurs  facile 
d^en  faire  la  verification.  En  elfet,  on  a 

r*  %mpcospx       _  1    r"^  sin(j?-f-i)/?  .  _  '     T*  sm (j?  —  i )/?   , 
Jo  P  ^"^Jo  P  ^^^Jo  P  ^ 

Or,  si  Ton  a  x  >  i,  les  deux  integrales  qui  entrent  dans 

le  second  membre  sont  egales  a  -9  et  les  deux  termes  se 

detruisent.  lis  se  d^truisent  de  m&me  si  x  <[ —  i*,  ce  qui 

prouve  d'abord  que  Tintegrale  en  question  est  nulle  pour 

toute  valeur  de  x  qui  est  en  dehors  des  limites  —  i  et  +  i . 

Si  maintenant  x  est  entre  —  i  et  4-  i ,  les  deux  termes 

s'ajoutent  et  donnent  pour  somme  -  5  d  ou  r^sulte  y  =  i ; 

ce  qu*il  fallait  verifier. 


3i6 
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GHAPITRE  XX. 

INTltGRATION   DES   ISQUATIONS   AUX   DIFFER  EN  TIELLES 
PARTIELLES. 


224.  Nous  avoDS  vu  comment  on  pent  determiner  une 
fonction  de  plusieurs  variables  ind^pendanies ,  lorsque 
I'on  connait  ses  derivees  pariielles  du  premier  ordre  par 
rapport  a  chaque  variable,  tant  au  moyen  de  ces  variables 
quedela  fonction  elle-m6me.  Nous  alloiis  supposer  main- 
tenant  que  Ton  donne  seulement  une  Equation  ou  entreut 
ces  derivees  partielles  d'un  ordre  quelconque. 

Considerons  une  equation  renfermant  d'une  maniere 
quelconque  les  deux  variables  independantes  x,  y,  la  fonc- 
tion z  et  loutes  ses  derivees  partielles  qui  ne  d^passent 
pas  I'ordre  m  \  elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

I  dz    d^z  d"*z    dz       dx  d^z         dx  d'^z 

En  considerant  z  comme  fonction  de  a:,  on  peut  le  de- 
velopper  par  la*  formule  de  Taylor,  ou  par  celle  de  Ma- 
claurin,  que  nous  emploierons  comme  la  plus  simple. 

d"^z 
L' equation  (i)  donnera  la  valeur  de^ —  en  fonction  de 

X,  J',  5J  et  des  autres  derivees,  dans  lesquelles  il  y  aura  lout 

au  plus  m  —  I  difl^rentiations  par  rapport  a  x.  En  diflK- 

,        ,  ,    d'^z  ,  rf"+'z 

rentiant  la  valeur  de  ^-^  par  rapport  a  x,  on  aura  ■ 


=  fl 


d"*% 
dx^ 


d"*  z 
et  son  expression  renfermera  -^-j;^  >  ainsi  que  sa  d^rivee  par 
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rapport  ay.  Mais  si  I'on  remet,  au  lieu  de  -7—*  sa  valeur 

tiree  de  (i),  on  n'aura  plus  de  deriyee-  qui  depasse  Tordre 
m  —  I  par  rapport  a  x.  En  continuant  ainsi  indefiniment, 
on  aura  toules  les  derives  partielles  par  rapport  a  x, 
depuis    la    m'^'"'  jusqu'a   Pinfini,   exprimees    au   moyen 

de  X,  y,  z,  -7-y'>  ,      ,?  el  de  leurs  derivees  par  rapi^ort 

a  jr  seulement. 

n  s'agit  malntenant  d'obtenir  les  valeurs  de  toutes  les 
d^riv^es  par  rapport  a  x,  quand  on  y  fait  x  =  o,  ce  qui  les 
rend  fonctions  de  jr  seulement.  Pour  cela,  on  observera 
qu'en  faisant  x=o  dans  une  fonction  de  x  el  dey,  et  diffe- 
rentiant  par  rapport  ky^  on  a  le  meme  resul tat  qu'en  dif- 

ferentiant   d'abord ,    puis   faisant   x  =  o ;    ainsi  -r -~  9 

dans  lequel  on  fait  x  =  o,  est  identique  avec  — ^ — ^*, 

en  designant  par  (  —  J   ce  que  devient  —  quand  on  y  fait 

Of  =  o.  II  suit  dela  que  toutes  les  derivees  de  z  par  rapport 
a  X,  dans  lesquelles  on  fera  x  =:  o,  se  deduisent  de  z  et  des 
m  —  I  premieres,  et  des  derivees  que  donnent  ces  m  fonc- 
tions de  y  par  rapport  a  y.  D'ailleurs  Tequatioii  proposee 
laisse  arbitraires  ces  m  fonctions,  et  ne  determine  que  les 
suivantes.  On  pourra  done  effeciuer  le  developpement  de  z 
par  rapport  a  x  comme  il  suit : 

s=Y-hY,x-hYa !-...-»-  Y««, 


1.2  1 .2. .  .IW- 


^l  Yl)  •  •  M  ^m-i  etant  des  fonctions  entier^ment  arbitraires 
iey,  Et  I'on  pourrait  demontrer  a  posteriori,  comme  dans 
le  cas  des  Equations  differentielles,  que  ce  developpement 
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doDne  ideniiquement  la  m^me  valeur  pour  ^-^  que  Te- 
quation  (i). 

225.  Si,  au  lieu  de  deux  variables  indepeudantes,  on  en 
avail  un  uombre  n  quelconque^  on  pourrait  toujours  su|)- 
poser  la  fonction  dcveloppee  par  rapport  aux  puissances  de 
x\  il  n'y  aurait  de  difference  qu'en  ce  que  Y,  Yi,.,.,  Y^^, 
designeraient  des  fonctions  arbitraires  de  toutes  les  varia- 
bles independantes,  excepte  x. 

226.  R^ciproquement ,  on  sera  assure  d'avoir  Tinte- 
grale  g^nerale  d'une  ^ualion  comme  celle  que  nous  consi- 
d^rons  lorsque  la  fonction  qui  y  ^atisfait  et  ses  m  —  i  pre- 
mieres derivecs  par  rapport  a  x^  dans  lesquelles  on  fera 
x=^Oy  pourront  6lre  egalees  a  des  fonctions  entiirement 
arbitraires  de  toutes  les  variables  independantes,  excepteo:; 
car,  puisque  Tinlegrale  donnee  satisfait  a  I'equation  pro- 
posee,  tons  les  termes  de  son  developpenient,  a  parlir 
du  m'""',  se  deduisent  des  m  premiers,  de  la  m6aie  ma- 
niere  que  dans  le  devcloppenient  de  Tintegrale  g^nerale. 
Or  ces  m  premiers  sont  identiques  dans  les  deux  develop- 
pements^  done  tons  les  autres  le  sont,  et  la  fonction  donnee 
ne  differe  pas  de  Tiutegrale  generale. 

227.  Nous  avons  suppose  Fequalion  du  m'*'"*  ordre  com- 
plete ;  mais  il  suffit  evidemment,  pour  que  nos  raisonue- 
luents  subsi stent,  qu^on  puisse  la  resoudre  par  rapport  a 
un  coefficient  diiferentiel  de  la  fonction,  pris  par  rapport 

•a  une  variable  seulement,  et  qu'il  n'entre  daus  son  expres- 
sion aucune  quantite  ou  il  sc  irouve  un  nombre  aussi 
grand  dc  diifereutialions  par  rapport  a  la  meme  variable. 
Dans  le  cas  particulier  ou  ces  conditions  ue  seraieut  satis- 
faites  relalivemeut  a  aucune  des  variables,  le  developpe- 
ment  ne  pourrait  plus  se  faire  de  la  m^mc  manierc,  et 
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nous  nous  ecarterions  de  Tobjet  de  ce  cours  en  nous  eu 
occupant  d'une  mani^re  generale. 

228.  Si  les  coeflGcients  difTerentiels  les  plus  eleves  par 
rapport  a  x  ety  ne  sont  pas  du  m^me  ordre,  le  developpe- 
ment  ne  renfermera  pas  le  m^me  nombre  de  fonciions  ar- 
bitraires,  si  on  Tordonne  success! vement  par  rapport  a'des 
variables  differenics^  mais  ces  fonctions  ne  renfernient  pas 
les  m^mes  variables,  et  tous  ces  developpements  sont  au 
fond  identiques,  puisqu'ils  representent  tous  la  fouction  la 
plus  generale  qui  satisfasse  a  la  m^nie  equation. 

229.  Lorsqu'il  n'eutre  que  des  derivees  prises  par  rap- 
lK)rt  a  une  des  variables,  on  regardera  toutes  les  auires 
comme  des  constantes,  et  Ton  aura  a  iutegrer  une  equation 
differentielle  a  deux  variables.  Les  cons  tan  les  introduites 
par  cette  integration  seront  considerees  comme  des  fonc- 
tions -arbilraires  des  variables  que  Ton  avait  regardees 
comme  constantes. 

Soit,  par  exemple, 

on  aura 

y  (x,j)  etant  la  fonction  que  Ton  obtiendra  en  integrant 
m  fois  F  (jc,j^)  par  rapport  a  j:,  et  ¥,. .  .jY,,,.^  etant  des 
fonctions  arbitraires  dej^. 

230.  Considerons  maintenant  Tequation 
qui  renire  dans  le  cas  ou  nous  avons  dit  qu'on  ne  pouvail 
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effeciuer  le  developpement  par  rapport  [aux  puissances  de 
Tune  des  variables. 

Si  Ton  pose  —  =  ii,  on  aura 


d'ou 


F(x,7)^ar-=— . 

Integrant  maintenant  n  fois  par  rapport  a  jr^  et  observant 
qu'a  cliaque  integration  totale  il  faut  ajouter  une  seule 
fonction  arbitraire  de  jr,  et  que  les  int^grales  de  Y,...,Y„_i 
seront  de  nouvelles  fonctions  arbitraires  dey^  on  aura 


/n  /*i 


dx^V  (a:,  x)  4- Y'  -h  Y"ar  4- . , .  4- Y  O  x--' 


On  voil  que  ce  developpement  renfernie  des  fonctions  arbi-  j 

traircs  de  cbacune  des  variables  separement.  , 

231.  Appliquons  la  formule  de  Maclaurin  a  Tintegra- 

tion  de  Tequation  tris-simple  | 


dz 

dz 

—  • 

=  a — • 

dx 

dx 

,en 

differentiant  par  rapport  a  . 

dz 

d  — 

ePz 

d'Z 

dx 

d'z 

,.    - 

=  a  - — 7-  = 

=  a = 

«  -r-> 

dx^' 

dxdy 

dx 

dr 

d'z 

d^z 

- 

=  a^ — 1 

dx^' 

djr' 

d'^z 

drz 

djiT 

=^r(r*' 
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done 
3  =  z,  -f- '—'  ax  -^-  •  ' 


djr  dr*    1.2  dy^     i  .1.  .  .m 

Or  le  second  membre  represente  le  developpemeiit  de  la 
fonclion  dey  representee  par  z^^  el  dans  laquellc  on  change 
/en^-f-ax.  Comme  d*ailleurs  z^  est  une  fonction  arbi- 
traire  F(j^),  on  aura,  pour  I'integrale  ch'erchec, 

zz=zY[y  '\-a.T), 

On  trouve  aiosi  une  fonction  arbitraire  renfermant  deux 
variables,  mais  d'une  maniere  deterininee ;  ce  n'est  done 
pas  nne  fonction  arbitraire  par  rapport  aux  deux  va- 
riables. ' 

JEguations  lineaires  aux  differentielles  partielles.  \ 

232.  Lorsque  Tequation  lineaire  ne  renferme  pas  de 
terme  independant  de  z  et  de  ses  derivees,  11  est  facile  de 
voir  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  dMntegrales 
particulieres  satisfait  encore  a  la  m^me  equation. 

Lorsque,  de  plus,  les  coefficients  sont  constants,  on  y  sa- 
tisfait par  des  expressions  analogues  a  eel  les  que  Ton  a 
trouvees  dans  les  equations  diflferentielles. 

Si  Ton  considere,  par  exemple,  une  equation  de  I'ordre 
m,  renfermant  la  fonclion  z  et  ses  derivees  par  rapport  a 
X  et  Y^  multipliecs  par  des  constantes,  on  pourra  poser 

z  =  Ce  ;  rexponenlielle  disparailra^  ainsi  que  C,  par 

la  substitution  dans  Fequation  donnee,  et  il  restera  une 
equation  du  m*'"^  degre  entre  a  et  6.  EUe  pourra  donner 
m  valeurs  de  6  en  fonction  de  a ;  si  Ton  en  designe  une  par 
f  (a),  on  aura  une  solution  de  Tequation,  en  posant 


;  =  2C'" 


II. 
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Les  quantit^s  a  et  C  peuvent  changer  d'une  maniire  quel- 
conque  en  passant  d'un  terme  a  1' autre  de  cette  somme,  et 
le  nombre  des  termes  est  entiirement  arbitraire  5  s'il  est  in- 
fini,  el  que  C  soit  fini,  on  a  une  serie;  mais  si  C  estinfini- 
ment  petit,  et  de  la  forme  F(a)  doiy  Fdesignant  unefonc- 
tion  arbitraire,  on  a  une  integrale  prise  par  rapport  a  a. 

La  valeur  de  z  est  alors  z=   j  F  [a)  e"*'^'^''^*^rfa,  el  ren- 

fermera  une  fonction  arbitraire. 

233.  Lorsque  les  valeurs  de  S  sont  toutes  lineaires  par 
rapport  a  a,  e'est-ik-dire  quand  on  a  6  =  aa  -f  i,  il  est  fa- 
cile d'exprimer,  sous  forme  finie,  Tintegrale  generate  de  I'e- 
quation. 

En  effet,  une  des  valeurs  de  6  donnera  la  serie 

Or,  C  et  a  etant  arbitraires,  ^  C  u^  repr^senle  une  fonction 

quelconque  de  u ;  done  ^^  C  e*  "^  represente  une  fonc- 
tion arbitraire  de  e'^"*''*-^,  et,  par  suite,  dex-^ay.  Si  on  la 
designe  par  F(a:-Hay),  et  qu'on  raisonne  semblablement 
pour  les  m  valeurs  de  6,  on  aura,  en  ajoutant  ces  m  solu- 
tions, 

z  =  c^F(.r-f-  ay)  +  e*i7 F,  ( x -|- «»  H- . . . 

Cette  expression  renferme  m  fonctions  arbitraires  telles 
que,  si  Ton  developpait  par  rapport  aux  puissances  de  t, 
les  m  premiers  coefficients  pourraient  gen^raleraent  etre 
egales  k  des  fonctions  arbitraires  dej^,  Elle  represente  done 
Tintegrale  generale. 
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234.  Appliquons  cetle  methode  a  I'equation 

qui  determine  les  mouvements  vibratoires,  soil  des  cordes 
elastiques,  soil  de  I'air  dans  les  luyaux  cylindriques,  soil 
des  verges  dans  le  sens  de  leur  longueur. 

Un  posera  2  =  Ce  ,  et  1  on  aura 

par  suite, 

L^integrale  generale  est  done 

2  =  F  (j  -f-  ax)  -*-  F,  (^  —  ax), 
Les  fonctions  F,  Fi  se  determineront  facilement  si  Ton 
conDait  z,  —  pour  or  =  o. 


Soient,  en  effet, 


=^(^)'  (I)  =^(^)' 


les  fonqtions  F  et  Fi  devront  satisfaire  aux  deux  condi- 
tions 

F(r)  +  F.(.r)=/tr),    F'(/)-F'.(r)  =  ^fCr). 

Integrons  les  deux  membres  de  la  derni^re,  ct  representons 
/     ?  iy)  ^  P^^  ^  (j)»  ^^^^  obtiendrons 

C  designant  une  constante  arbitral  re.  On  lire  de  ces  equa- 

21 . 
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lions 

aF(r)=/(r)  +  i,Kr)-(-c, 

la  valeur  generale  de  z,  satisfaisant  a  loutes  Ics  conditions, 
sera  done 

z  __^ -^  — ~- — —————___«_ , 

2  2  a 
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CHAPITRE  XXL 

intiSgration  des  Equations  difkere^itielles 

partielles  lin^aires,  par  le  moyen 

des  intj^grales  definies. 


235.  Nous  avons  dit  tout  a  I'heure  comment,  enpartant 
d'integrales  parliculieres,  on  pouvaiteu  obtenirde  plusge- 
nerales,  renfermant  des  fonclions  arbitral  res,  et  exprimees 
par  des  integrales  prises  par  rapport  a  des  variables  diffe- 
rentes  de  celles  qui  entrent  dans  T equation  proposee.  Le 
choix  que  I'on  doit  faire  pour  la  forme  des  integrales  parti- 
culieres  doit  ^tre  lei,  que  les  fonclions  arbitraires  que  Ton 
aura  introduites  puissenl  se  determiner  facilement  au 
moyen  des  donnees  5  et  ces  donnees  sont  ordinairement  les 
valeurs  que  rejoivent  la  variable  principale  et  quelques- 
unes  de  ses  derivees  par  rapport  a  une  des  variables  ind^- 
pendantes,  lorsque  Ton  donne  a  cette  derniere  une  valeur 
paniculi^re 

Considerons,  comme  premier  exemple,  Tequation 

qui  determine  le  mouvemenl  de  la  chaleur  dans*  une  barre 
prismatiquc,  dont  la  surface  laterale  est  impermeable. 

La  question  sera  entierement  d6terminee,  d'apres  ce  que 
nous  avons  vu,  si  Ton  connait  la  valeur  de  z  relative  a 
x=zo,  Soit  done  do«ne 

(2)  z=:F(j)     pour    x=zo. 

On  satisfera  a  I'equalion  (1)  en  prenant 
z  =  e^'cosmy^ 
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pourvu  que  n  = — a'm*.  On  peut  m&me,  au  lieu  dej, 
mettre  J^  —  «,  puis  multiplier  par  une  constante  arbitraire 
A,  ce  qui  donuera  la  valeur  particuliire 

z  =  Ae-«''"'*cos  m  (y —  a), 

Faisoiis  croitre  les  constantes  arbitraires  met  a  par degres 
infiniment  petits  dm^  da^  el  supposons  que  A  soil  de  la 
forme 

f  (cf.)  d  CL  dm  y 

f  design  ant  une  fonction  arbitraire ,  la  somme  d'un  nom- 
bre  quelconque  de  ces  solutions  infiniment  petites  sera  en- 
core une  Solution.  On  aura  done  une  valeur  plus  gen^rale 
de  z  en  prenant 

2=    I    l/(a)  tf-^''"'' cos  m  (7 — aL)dmdcLy 

les  limites  des  deux  integrales  etant  arbitraires. 
Or  cette  valeur  de  z  se  reduit,  pour  a:  =  o,  a 


// 


/[ol)  cos  m[jr  —  a)  dm  dct. 


Done,  si  Ton  prend  —  00  et  -4-  00  pour  limites  de  ces  inte- 
grales, on  trouvera  pour  r^sultat  2  '^/[j)  5  ce  qui  determine 
y(y), .  puisque,  d'apres  la  condition  donnee,  on  devra 
avoir 

La  valeur  de  z,  qui  satisfait  a  Tequation  (i)  et  a  la  condi- 
tion (2)^  sera  done 

zz=—    j         I        F(n)e—''^''cosm{j'^a)dmdciy 

J— CO  J—  00 

et  toute  valeur  de  z  qui  satisferait  a  ces  deux  equations  se- 
rai t  identique  avec  celle-ci,  sous  quelque  forme  qu'elle  se 
presentat.  II  ne  reste  plus  qua  chercher  si  I'expression  peut 
^tre  simplifiee. 
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Or  on  a  la  formule 

Xoo  r-   — C- 

tf~"'*'  COS  ipudu^=z.  —  e     * ; 
.»  /I 

d'oii  il  suit 

I        e-'«''cosiii(/-a)i/m=-l^i?       *•''  , 
•/—  oo  •  a  yx 

et,  par  suite, 

z=  — ^  r  ,""\^^/F{a)rf«, 

expression  qui  ne  renferme  plus  qu'une  int^rale  definie 
simple. 
On  pent  lui  donner  une  forme  plus  commode  en  posant 


et 


€/a  =  ±2fl  /rrf6. 


Si  Ton  prend  les  signes  superieurs,  les  limites  de  6  seront 
les  m^mes  que  celles  de  a,  et  Ton  aura 

Si  Ton  prenait  les  signes  inferieurs,  les  limites  seraient 
renvers^s,  et,  en  les  remettant  dans  le  m^me  ordre,  on 
irouverait  pour  valeur  de  z, 

qui  ne  difii^re  pas  de  la  precedente,  vu  que  S  passe  par 
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loutes  les  valeurs   positives  et  negatives ,  et  que  e—^^  ne 
change  pas  quand  S  change  de  signe. 

La  solution  generale  de  la  question  est  done  donnee  par 
Tequation  (3).  i 

236.  Soit  maintenant 

,  ,  dz  ^d^z        , 

z  etant'assujetti  a  la  condition 

(2)  z=F(j)     pour     X  c=z  o. 

Si  Ton  pose  z  =  e^^w,  Fequation  (i)  donne 

du ^d^  u 

dx  dy^  I 

I 
et  la  condition  (2)  conduit  a  la  suivante  : 

u  ==  F  (j)     pour     x-=.Q, 

La  determination  de  u  se  ramene  done  au  cas  precedent, 
et  z  s'ensuivra. 

I 
237.  Integrons  maintenant  1' equation 

que  nous  avons  dcja  traitee  par  une  autre  methode,  et  qui 
se  rapporte  au  probleme  des  cordes  vibrantes.  Ajoutons-y 
les  deux  conditions  suivantes^  pour  determiner  les  fonctions 
arbitral res 

(2)  /  =  F(.r)| 
tiy  \  pour  /  =  o. 

(3)  i=/Wj' 

On  satisfera  a  I'equation  (1)  en  prenant 

y=.k  cos  amt  cos m  (.r  —  a) , 
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A,  m,  aetant  des  cons  tan  tes  arbitraires.  On  aura  une  so- 
lution plus  generale,  en  supposant  A  =  <p  (a)  dmda^  et 
integrant  par  rapport  a  a  et  m  entre  —  oo  et-f-<»,y(a) 
designant  une  fonction  arbitraire.  On  aura  ainsi 


-u: 


QO 

<p  (a)  COS amt COS m  (x  —  0L)dmdat.. 


Cette  expression  se  reduit  a  27ry  (x)  pour  f  =  o.  Done,  si 

F  ( aL\ 

Ton  prend  (f  =  (a)  — i— '»  on  trouvera  F  (a:)  pour  f  =  Oj  d'ou 
I'on  voitque  Texpression 

(4)    jr= —    i  /        F(a)cosfl/w/cos/w  (x  —  oL)dmdoL 

2  TT   y__  00,  ,/ —  00 

dy 
satisfait  aux  equations  (i)  et  (2);  mais  elle  donne-^  =  o 

pour  t  =  0,  et^  par  consequent,  ne  satisfait  pas  a  la  condi- 
tion (3).  II  reste  done  a  trouver  une  valeur  de  y  qui  satis- 
fasse  aux  equations  (i),  (3),  et  devienne  nulle  pour  /  =  o; 
en  Tajoutant  a  celle  que  donne  T^uation  (3),  on  aura  une 
valeur  de  y  qui  satisfera  a  toutes  les  conditions. 

On  remarquera  d^abord  que  si  une  fonction  y  satisfait  a 

dy    cPv 
Fequation  (1),  les  fonctions  — »   --z^i    etc.,    y  satisferont 

egalement ,   ainsi    que     I     ydt  lorsque   -~-  est  nul  pour 

t  =  o. 

Si  done  on  integre  par  rapport  a  t  Texpression  (4)  et 
quon  y  remplace  la  fonction  F  (a)  par/  (a),  on  aura  une 
solution  de  Tequation  (1)  qui,  differentiee  par  rapport  k  ty 
se  reduira  a  f  [x)  pour  f  =  o,  et  qui,  de  plus,  devlendra 
nulle  pour  t  =  o.  On  obtient  ainsi  Texpression 

r= I  I       yiaj cos  mix  —  (f,)dmdoL. 

2^^  J-r>J-o,     ^    '      fn 


"1 

I 
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qu'on  peut  d'ailleurs  verifier  facilement.  La  valeur  de  y 
quisatisfait  aux  equations  (i),  (a),  (3),  et  qui  est  la  seule 
qui  puisse  y  satisfaire,  est  done 


(5) 


^= —    I  I        F(a)  cosamrcos/Tf  (a:  —  ci)dmd(x. 

^'^  J— 00    «/— 00 

H I  I        /(a) cos/w(j:  —  a)amdoL, 


Cherchons  maintenant  si  ces  integrales  doubles  sont  re- 
ductibles,  et  considerons  d'abord  la  premiere. 
On  peut  remplacer  cos  amt  cos  m  {x  —  a )  par 

cos /It  (x  H-flf  —  a)4-coswi(j? —  at —  a) 

y 

et  la  parlie  que  nous  considerons  du  second  membre  de 
Tequation  (5)  deviendra 

y—  I  I       F  (a)  [cos  m  (x-^at — a)  -+■  cos  m  {x — at — a)]  dm  </«, 

4»f  J— 00«/— 00 

OU 

2 

Passons  a  la  secbnde  partie,  et  rempla9ons-y 

sin  amt  cos m  (a:  —  a) 
par 

s\nm{x  -h  at —  a)  —  sin  w  (x  —  at — a)^ 


"» 


elle  deviendra  alors 


<"'  4^  x:  /_/'">  i^^^^^i^  -  5i==ii=^']  *.. 
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Or  on  salt  que,  quelque  valeur  qn'ait  p,  Tint^grale 


/: 


^!^PI!Ldm 


est  ^ale  a  it  lorsque  p  est  positif ,  a  —  7i  lorsque  p  est  ne- 
galif. 

Done  Texpression  (6)  sera  nulle  toutes  les  fois  que 
x  +  at  —  a  eix  —  at — a  seront  de  m£me  signer  et  par 
consequent,  il  suflSt  de  considerer  les  valeurs  de  a  qui 
(lonnent  a  ces  deux  quantites  des  signes  differents.  Ces 
valeurs  seront  determines  par  les  inegalit^ 

x-^at — «">©,  X  —  at  —  a<^o, 
si  t  est  positif ;  et  par 

x-i-  at  —  a  <C  o>  ^  —  ^^  —  « !>  o» 
si  t  est  negatif.  Les  premieres  donnent 

flt>x  —  at  J  %<^x-^at; 
les  demi^res  donnent 

a>jr-Hfl/,  a<^x  —  at, 

11  suffira  done  que  Tintegration  par  rapport  a  a  soit  £aite 
entre  les  limites  x  —  at,  x -hat. 
Sif^o,  x-f-oT  —  a  sera  positif,  et  Ton  aura 


£ 


sinm(X"^at  —  a,    , 

i 'dmssic;, 

m 

Texpression  (6)  se  reduira  alors  a 
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Si  K^o^  X -hat  —  a  sera negatif  •,  on  aura 


/. 


sinm(x^at  —  a) 

— dm  =  —  TT, 

—  00 


-r 


el  Texpression  (6)  deviendra 

at 
/(a)rfa, 

ce  qui  coincide  avec  Texpression  (7),  qu'il  suflSt  alors  de 
considdrer. 

Designons    /  /{jo)  dx  par  ^(x)^  Texpression  (7)  de- 
viendra 

t 

^{x-i-at)'-'^(x^  at) 
_, 

na 
el  la  formule  (5)  se  r^duil  a  la  suivanle  ; 

__Y{x-{-at)  -+-  F{x  --  at)       ^  (j:  ^  m)  ^ -^  {x  —  at) 
2  2a 

Elle  coincide  alors  avec  celle  que  nous  avions  trouvee  pre- 
cedemmenl  par  un  procede  plus  simple.  Mais  nous  avoos 
cru  qu'il  pouvail  etre  bon  de  I'oblenir  par  celle  nouvelle 
voie,  non-seulemenl  pour  faire  une  application  de  la  me- 
thode  des  inlegrales  definies,  mais  parce  que  la  reduction 
que  nous  avons  faile  des  inlegrales  doubles  offre  des  parti- 
culariles  qu'on  rencontre  dansd'aulres  circonstancesmoins 
simples,  ou  elles  pourraient  arreter  ceux  qui  ne  seraienl 
pas  encore  habitues  a  ce  genre  d'analyse. 

238.  Soil  encore  Tequation 
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qui  exprime  le  mouvement  vibratoire  d'une  lame  ^las- 
lique. 
Ajoutons-y  les  deux  conditions 

(2)  J  =  F(:r)| 

(3)  |=/wjP--=^' 

la  question  sera  entierement  d^terminee,  et  ne  pourra  avoir 
qu  une  seule  solution . 

On  essayera  d'abordde  satisfaire  a  1' Equation  (i)  par  une 
valeur  simple  de  la  forme 

yzzi  cosmtcosn{x —  a), 

el  Ton  trouvera  qu'il  suffit  pour  cela  qu  on  ait 

m  =  /!% 
on  aura  ainsi  la  valeur  particuliire 

yz=z  Acos/z'rcos/t(u:  —  a), 

A,  n,  a  etant  des  constantes  arbitraires. 

Supposons  encore  A  =  (p(a)  rfarf/i,  el  integrant  par 
rapport  a  n  et  a,  entre  —  oo  et  -h  oo  ,  on  aura  une  solu- 
tion plus  gen^rale  de  Fequation  (i),  expriraee  par  la  for- 
mule 

y=:    j  I         ^(a)cos/i'rcos/i(j:  —  oL)dn(ioL, 

«/  —  00  •^ — oo 

Si  Ton  fait  f  =  o,  elle  se  reduit  a  2719  (x) ,  el,  par  conse- 
quent, on  satisferait  a  la  condition  (2)  en  prenant 

Ainsi  Texpression 

/•oo         /»<» 

(4)  7= —    I  /         F(a)cos/i'rcos«(j:  — a)r//2^a, 
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dy 
satisfait  aux  equations  (i)  et  (2),  et  donne  -^=opour 

f  =  o.  11  suffit  done  de  trouver  une  nouvelle  valeur  de  j 
qui  satisfasse  aux  Equations  (i),  (3),  et  se  reduise  a  z^ro 
pour  e  ==  o,  en  Tajoutant  a  celle  que  donne  F^quation  (4), 
on  aura  la  solution  cherchee.  Or,  si  I'on  integre  par  rap- 
port a  f,  entre  les  limites  z^ro  et  f ,  une  valeur  de  jr  satis- 

faisant  k  F^uation  (i),  et  telle  que  -^  =  o  pour  f  =  o,  le 

resultat  y  satisfera  encore.  Si  done  on  integre  Texpres- 
sion  (4)  par  rapport  a  f,  en  rempla9ant  F  par  fy  on  aura 
une  solution  de  Tequation  (1),  qui,  diflTi^rentiee  par  rap- 
port a  /,  deviendra  f  (x)  pour  «  =  o,  et  satisfera,  par  con- 
sequent, a  la  condition  (3).  De  plus,  cetle  valeur  de  j*  de- 
viendra nulle  pour  /  =  o,  puisque  Tintegrale  est  prise  a 
partir  de  t  =  o ;  done ,  en  Fajoutant  k  celle  que  donne 
I'equation  (4),  on  aura  la  solution  de  la  question  pfopo* 
see;  on  obtient  ainsi 


I       P^       /»oo 
7= —    /  /        F(a)co5«*^cos/i(a:  —  OL)d'ida 

H I  f       y(a) ^ — cos/i(x  —  oi,)dnda. 

^"^  J— CO  J— 00  ^ 


La  premiere  partie  de  cette  solution  pent  kXre  mise  sous 
une  forme  plus  simple  en  effectuant  Tint^gration  par  rap- 
port k  n. 

En  effet,  nous  avons  fait  connaitre  la  formule 


I        cosz' 

t/—  00 


cos  aSz^fe  =  1/  -  (cos  6'  -h  sin  6*); 


posant    z  =  n4t',  S  = t=-j  on  conclura  de  Tequation 
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pr^edente 

/•oo 

I        COS  n^t  cos  n  {x  —  a)  dn 

=vi[-(T^y-»Ci^)']- 

La  premiere  partie  de  la  valeur  de  r ,  qui  donne  la  solu- 
tion complete  de  la  question,   toutes  les  fois  que  Ton  doit 

avoir  -^  =  o  pour  f  =  o,  prend  amsi  la  forme  suivante  : 


ou,  en  posant  — —  =  6,  d'ou  Ja  =  2  dS^i^ 
isit 


^^L. 


(cos6»-f-sin6')F(x-H  2^s/i)d^. 


239.  Nous  allons  encore  faire  connaitre  Tintegrale  d'une 
Equation  qui  se  pr^senie  souvent  dans  les  problimes  de 
physique  mathematique.  Mais  il  est  necessaire,  auparavant, 
de  resoudre  une  question  auxiliaire  qui  consiste  a  ramener 
a  une  integrale  simple  Texpression 

/ITT    /»a:r 
1^)   I       I        F(/cos© -H  wsinS  cos>J;-4-/?sin6sin\p)sin9£/9£/4>, 

F  d^signant  une  fonclion  entierement  arbitraire,  l^  m^n 
des  quantites  quelconques  independantes  de  6  et  if/j  ces  li- 
mites  o,  tt  se  rapportant  a  Tangle  0;  et  o,  a  tt  a  Tangle  ^, 
De  sorte  que  ces  deux  angles,  consid^res  corame  coordon- 
nees  polaires  relatives  a  des  axes  rectangul aires,  d^termi- 
neraient  successivement  toutes  les  directions  autour  de  To- 
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rigine.  Cela  pose,  soient 

i  =.  AcosB' ,     /w  =:X'sinO'cos>^',     /i  =  X  sin 6' sin ;[*', 
d'oii 


rintegrale  deviendra 

(b)  f     f      F(Xcos/?)sin9rf9^^^, 


0     t/o 


p  designant  Tangle  forme  par  les  deux  directions  delermi- 
nees  par  les  angles  9,  ^  et  ff,  ^.  Or  sin  QdQd^  estTelement 
de  la  surface  spherique  decrite  de  Torigine  comme  centre 
avec  Tunite  pour  rayon  5  et,  d'apres  les  limites  des  inle- 
grales,  on  doit  considerer  success! vement  tous  les  elements 
qui  composent  cette  surface  et  les  multiplier  par  la  fonc- 
tion  F(Acosp)  qui  depend  de  Tangle  que  forment  les 
rayons  vecteurs  relatifs  a  ces  divers  elements,  avec  la  direc- 
tion fixe  correspondante  aux  angles  6',  ^'  determines  par 
les  equations 

cos  9'  =  , 

sin  0' cos  ^p' 


sin  9'  sin  \I»'  = 


II  est  done  bien  evident  que  Tintegrale  proposee  ne  depend 
pas  de  la  direction  particuli^re  des  axes;  et,  pour  simplifier 
le  calcul,  nous  choisirons  pour  axe  des  x  la  direction  fixe 
dont  il  vient  d'etre  question.  Nous  aurons  alorsp  =6,et 
I'expression  (fe)  devient 


•/o    Jo 


27r 

F(Xcos9)sin9rfG^>|». 
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En  integrant  par  rapport  a  ^,  on  obtient 

27r  /      F(4co$0)sin©</a, 
expression  qui  devient,  en  faisant  cos  6  =  /x, 

de  sorte  que  Ton  a,  quelle  que  soil  la  fonction  F, 

1    I        I         F(cosO  +  msinOcos-<{»  +  /isin&sin4')sinO</9</\^ 

Telle  est  la  transformation  que  nous  nous  proposions  de 
faire  subir  a  Fesptession  [a). 

240.  Proposons-nous  maintenant  d'integrer  Fequation 

Nous  aurons  une  integrale  particuliere  en  posant 

a,  c,  y«  J  elant  lies  par  lequation 

Si  Ton  relranche  ies  deux  iraleurs  de  i£,  correspondarit/fs  au 
double  signe  de  a,  et  qu'on  mnltiplie  par  un  rxM^fficient 
arbilraire,  on  aura  enrx^re  une  M>lution,  qui  pourra  fe 
mettre  sons  la  forme  suivante  : 

U.  M 
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au  moyen  de  la  formule  (c)  du  numero  precedent,  cetle 
valeur  de  u  prendra  la  forme  suivante,  M  etanl  une  con- 
stante  arbitraire : 


/o 
ou 


o      •^o 

Si  Ton  fail  la  somme  d'une  infinite  d'expressions  sembla- 
bles  dans  lesquelles  les  conslantes  6, 7,  d,  M  pourront  pren- 
dre loutes  les  valeurs  que  Ton  voudra,  on  aura  encore  une 
solution  de  Tequalion  (1).  Mais  la  somme 

peut,  en  cboisissanl  convenablement  les  indetenninees 
M,  6,  7,  dy  coincider  avec  telle  fonction  qu'on  voudra  de 
x-hat  cos  e^y-h-at  sin  0  cos  ^,  z -^  at  sin  6  sin  (J/.  On  aura 
done  une  solution  de  I'equation  (i)  en  prenant 

^TT    ^!i7r  /:c4-«^cosO,7-#-flfsin9coS)|»,\ 

(^)"  =  Wo    X      "'"^''"'*^U-sine,in+         ,         )' 
Fdesignant  une  fonction  arbitraire  de  trois  variables,  et 

le  coefficient  7^  etant  introduit  afin  que,  pour  f  =  0,  on 
/^  It 

trouve 

—  =:F(:r,7,z). 

L'expression  (2)  donne  done  une  solution  de  Tequation 
pjTOpos^e,  telle  que  pour  t  =  o  elle  se  reduil  a  o,  landis  que 
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saderiv^e  par  rapport  a  f  devient  utie  fonction  arbitraire 
dex,jr,z. 

Si  doiic  nous  pouvions  trouver  une  autre  solution  de 
I'equation  (i)  telle,  que  poiir  t=o  elle  devint  4§gale  a  une 
fonction  arbitraire  de  x^y^  z^  tandis  ^ue  sa  deriveef  par 
rapport  a  t  se  reduirait  a  E^ro,  la  $omme  de  ces  deux  solu- 
tions formerait  I'integrale  g^n^rale  de  Tequation  proposee. 
Or,  toute  e:xpression  satisfaisant  a  Tequation  (i)  est  telle, 
que  sa  derivee  par  rapport  a  £  y  satisfait  de  m^me;  prenant 
done  une  expression  semblable  au  second  membre  de  Fe- 
quation  ( 2),  et  substituant  a  la  fonction  F  une  autre  fonc- 
tion arbitraire  y,  puis  difierentiant  le  resultat  par  rapport 
a  f,  nous  aurons  cette  nouvelle  integrate  de  Tequation  (i) 


13) 


^''^'Jo     Jo  \z-^atsinQsi 

Or  il  est  facile  de  verifier  que  cette  expression  devient 
f(x,  y,  z)^  quand  on  fait  ^  =  o  ^tandis  que  sa  derivee  par 
rapport  a  t  devient  nulle. 
L'integrale  generale  de  Tequation  (i)  est  done 

/  J     ^it    /•lit  /:r-|-<ifcos©,   r-f-fl^sinOcos4»,  \ 

"=  j;   /  /siner/ee/»;F{  .    ^  .    .  ^     ] 

)  ^""Jo     Jo  Vz-|-«fsinesin4»  ) 

i         \     d    C^    C^'^  fx-hatcosO,   r H-af  sine  cos >I;,\ 

'       ^"^  "^Uo     Jo  ^-^  \24-a/sinOsin+  / 

et,  pour  f  ==  o,  on  trouve 

L^integrale  est  done  mise  sous  la  forme  la  plus  commode, 
puisque  les  fonctions  arbitraires  qu  elle  renferme  sont  pre- 
clsement  celles  que  Ton  donne  dans  toutes  les  applications 

as. 


(5) 
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aux  questious  de  mouvement.  Ce  sont  celles  qui  determi- 
nent  Tetat  initkil  du  systime,  c"est-a-dire  celui  qui  corres- 
pond au  temps  t  egal  a  zero.  Cest  a  Poisson  qu'on  doit  la 
formule  (3),  qui  est  d*une  tris-grande  utilitedans  la  phy- 
sique matbematique. 

241 .  L'integrale  que  nous  vexion$  de  trouver  conduit  a 
celle  de  Tequation  plus  g^nerale 


(4) 

d^u 

dt' 

d^H       .     d^u           d*u 
dx^              dr"             dz^ 

En  effet,  si 

Ton  pose 

on  obtient 

^  =  aas',    jr 

=  ^r,    2 

=  cz'. 

dUi 
dt^  "" 

d^u 
dx'^ 

d^u 

d^u 
dz'^ 

L'integrale  generale  de  cette  equation  sera  donnee  par  la 
formule  (3)  ^    et  si   Ton  remplace  ensuite  a/,  y*^  2f  par 


^    "^^  -9  on  trouvera  facilement 


— » 


■flffcosO,  y  -^-btsin^coh^X 


^'^  J      J  \z -h  cf  sm  e  sin  >|/ 

^  ^Tt  dt  J      J  ^-^  \  z  -f.  c/  sin  9  sin  ^{»  / 

pour  t  =  o,  on  aura  | 

—  =  F{x,jr,z). 

La  formule  (5)  donne  done  Tintegrale  generale  de  Inequa- 
tion (4),  et  les  fonctions  arbitraires  qui  y  entrent  sont  don- 
nees,  comme  dans  le  cas  prec^ent,  par  Tetat  initial  da 
systeme. 
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CHAPITRE  XXIL 
Elimination  des  fonctions  arbitraires. 


242.  Si  une  equation  a  trois  variables  x,  y^  z,  renferme 
un  nombre  quelconque  m  de  fonctions  arbitratres  de  x 
seulement,  il  suffira  de  la  diflerentier  m  fois  par  rapport  a 
y  en  consid^rant  x  comme  constant;  on  aura  ainsi  m-t-i 
equations  dans  lesquelles  entreront  les  m  fonctions  a  eli- 
miner,  sans  qu'il  se  soit  introduit  aucune  quantite  qui  en 
depende  :  on  pourra  done  eliminer  toutes  ces  fonctions, 
et  Ton  aura  une  equation  aux  differentielles  partielles  du 
m'*"'  ordre. 

243.  Mais  si  les  fonctions  arbitraires  renferment  x,  y 
et  z,  il  ne  suflSra  plus  de  diflerentier  par  rapport  a  une 
seule  variable  ;  et  pour  que  I'elimination  puisse  se  faire,  il 
faut  de  plus  que  Ton  n'ait  que  des  fonctions  arbitraires  de 
fonctions  determinees  de  x,  y,  z. 

Supposons,  par  exemple,  T equation 

(0  F[x,j',^,/(7)]  =  o, 

f  etant  une  fonction  connue  de  x,  y^  z,  etydesignant  une 

fonction  arbitral  re. 

En  diilerentiant  Tequation  par  rapport  a  x  ely  succes- 

-    .  dz  dz 

sivement,  on  obticnt^  en  posant  ;7i:  =  Z'*  ;7:  ==  7> 

dY       r/F  r/F    df/'d^        dff     \ 

d^^irzf"^df'd,[T.-^7u^' )'=''' 

r/F       r/F  dF    dffdtf        dff     \ 

d^-^-d-z'^^d/'T^yty^d^'^j^''^ 
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On  a  aiwsi  troiss  equations  renfermant  yet  -^.  En  les  eli- 

minant,  on  aura  uuc  equation  aux  differentielles  partielles 
du  premier  ordre. 

Si  Tequation  (i)  ay  ait  ete  resolue  par  rapport  a  J^  on 

n'aurait  eu  a   eliminer  que  —  entre  les  deux  equations 

derivees. 

244.  Si  Tequation  don  nee  renfermait  deux  fonctions 
arbitrairesy((p),/i((pi)  de  fonctions  donnees  f,©!?  lesdeux 

df    df 

difiiprentiations  du  premier  ordre  introduiraicnt  y»  v-^' 

el  le$  trois  equations  ne  suffiraient  pas  pour  y^Umiiialion 
de  <ies  deux  fonctions,  jointes  ^ifelfx. 

On  diir<^rentier^  alors  les  equations  du  premier  ordre 
par  rapport  a  x  ely  successivement,  et  Ton  aura  trois  nou- 
velles  equations,  et  deux  fonctions  nouyelles  a  eliQitiuer, 
d\f  d^ 
if'd^\  ^ 
eliminer;  ce  qui  ne  pent  encore  se  faire. 

En  differentiant  les  Equations  dii  second  ordre,  on  in- 

trpduira  j^,  ~^,  et   Vou    obtie^idra  quatre  x\ou\elles 

equations.  Entre  trois  de  ces  dernieres  et  les  six  prece- 
dentes  on  eliminera  les  deux  fonctions/, /i  et  leurs  deri- 
vees  jusqu*au  troisi^me  ordre  ;^  on  aura  ainsi  une  equation 
aux  differentielles.  partielles  du  troisi^e  ordre,  dans  la- 
quelle  il  ne  restera  aucune  trace  des  fonqtions/ et/,  et 
qui  exprimera  un  caracter^  commun  a  tputes  les  equa- 
tions qui  ne  differeraienl  de  la  proposee  que  par  la  nature 
de  ces  fonctions. 

245.  En  general,  si  une  equation  a  trois  variables  ren- 
fcrmc  n  fonctions  arbitraires  dc  fonctions  determinees  dc 


sayoir  — ?  ^-^»  Un  a  done  six  equations  et  six  qiiantiiesa 
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x,  /,  t^  en  la  differentiant  successivement  par  rapport 
a  jTetj' jusqu'a  Tordre  m  inclusivement,  on  obtiendra  un 

nombre ■ d  equations,  et  (m  -H  i)  w  ionctions 

a  eliminer.  Pour  que  cela  pnisse  se  faire,  il  faudra,  en  ge- 
neral, que  Ton  ait 

>/?,      OU      /M>2«  —  a. 

L'ordre  de  Tequation  aux  difTereDtielles  partielles  sera  done 
in  —  I. 

On  agiraii  d'une  maftrire  analogue  si  le  nombre  des  va- 
riables ^ait  sup^rietir  a  trois. 

246.  Si  les  fonctions/,y*i,  etc.,  n'avai«nt  pas  renferme 
X,  Y^  z^  d'une  maniire  determmee  par  les  fonctions  con- 
nues  f ,  f  1,  etc.,  on  n'aurait  pu  les  eliminer. 

Si,  par  exemple,  une  equation  a  trois  variables  renfer- 
inait  une  fonction  y  entierement  arbitraire  de  x  et  y,  on 
introduirait,  pour  cbaque  ordre  dediff^rentration,  aufant 
de  fonctions  a  Eliminer  que  d'equations  :  I'dimination 
serait  doAc  impossible, 

Mais  si  F^quation  proposee  renfermait  quatre  variables 
x^  yy  z,  li,  en  la  differentiant  par  rapport  k  z  seulement, 
on  n'introduirait  aucune  nouvelle  fonction  ;  et  par  conse- 
quent on  pourrait  eliminer  autant  de  fonctions  arbitral  res 
de  X  elj-y  que  Ton  voudrait;  de  memc  qu'en  partant  d'une 
equation  en  x,j,  Zj  nous  avons  vu  qu^on  pouvait  eliminer 
des  fonctions  arbitral  res  dc  x. 
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GHAPITRE  XXIII. 

INTEGRATION    G^Nl^RALB    DE     L'feQUATJON    OU    LES 

DIFFERENTIELLES  PARTIELLES  N'ENTRENT  QU*AU 

PREMIER  DEGRjg   £T   A^   PREMIER   ORDRE. 


247.  Proposons-nous  de  trouver  Tintegrale  generate 
d'une  equajtion  entre  des  variables  independantes  en  nom- 
^re  quelconque,  une  fonction  de  ces  variables  et  ses  deri* 
v^espart]elles,quiyentrentlineairement.  Considerons^  par 
exeoiple,  une  fonction  u  des  trois  variables  ind^pendantes 
a:,  jTy  z.  L'^quation  donnee  sera  de  la  forme 

P,  Q,  B,  S  etant  des  fonctions  quelconques  de  x,y,  z^  u, 

S'il  y  a  line  solution  de  cette  equation,  comme  nous  le 
savons  d^ailleurs ,  elle  pent  se  mettre  sous  la  forme 
f  (x,  /,  z^  u)  =:  c,  en  exceptant  celles  qui  n'auraient  pas 
au  moins  une  constante  arbitraire;  et  Ton  pent  introduire 
la  fonction  f  au  lieu  de  /i,  ce  qui  donnera  a  Pequation  une 
forme  symetrique  qui  nous  sera  tr^s-avantageuse.  On  aura, 
^n  eflet, 

(iff  d^  d(f 

du  dx       da  dy       dii  dz 

dor-  d^       dy  dff       dz  dff 

dti  du  du 

et  Tequatioii  proposee  devidht 

^    '  dx  dy  dz  du 
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Ainsi  (f=ifi-  representant  une  solution  de  la  question,  la 
fonction  (f  des  quatre  variables  x^  y^  Zy  u^  doit  satisfail^e 
a  cette  equation,  u  designant  la  fonction  de  x,  y^  z  que 
Ton  tirerait  de  T equation  9  =  0.  Or,  nous  avons  ddmon- 
tre  (n^  161)  que  si  Ton  represente  pare}/  (oc^y^  z,  m)=  e 
une  quelconque  des  trois  integrale&  des  equations  simul^ 
tanee& 

di^^'     ^-^'     ^"-^' 

ou  A,  B,  C  represenlent  des  fonctions  donnees  de  x,  y, 
z,  u,  on  aura,  quels  que  soient  x^y^  z^  u^ 

dx  dy  dz  da 

done  la  fonction  (|/  serait  une  solution  de  Tequation  (2), 
ou  X^y^  Zy  u  seraient  considerees  comme  independanjLes, 
si  Ton  prenait 

A-Q      R-^      r-^ 
A-p'     B_-,     C_p, 

c'est-a-dire  si  ^  etait  le  premier  membre  d'une  des  inte- 
grales,  r^solues  par  rapport  aux  constantes,  du  system^ 


dy 
dx 

P 

dz 

R 
=  P' 

du  _ 
dx" 

S 
P' 

quon 

peut 

ecrire  sous 

la  forme  abregee 

(3) 

dx  _ 

dy 

'  Q 

dz  _^ 

du 

Ainsi  ^  {Xy  /,  z,  m)=o  satisfait  a  Tequation  proposec. 
Car  si  on  en  tire  les  derivees  partielles  de  it  qui  seront 


d^ 

d^ 

d^l^ 

du 

dx 

du 

^ 

du 

dz 

dx" 

^d^' 

Ty- 

d^' 

dz  ~~ 

d-^ 

dtt 

du 

7u 
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et  qu'on  Ics  poite  dans  (i),  on  aura  pour  r^sultat 

ax  ay  dz  au 

^uation  qui  est  identique  en  x,  7 ,  js,  u  ^  et  par  cons^ttent 

aussi  qaand  on  mettra  pour  u  sa  valenr  en  x,  jTj  z  tiree 

de  ^  (x,  j^,  r,  u)  =  o.  Cette  derniire  equation  donnc  done 

une  solution  de  (1). 

On  peut  m£me  remarquer  qu'une   fonciion   arbitraire 

F  (^)  de  la  fonction  ^  satisferait  encore  a  Tequation  (a), 

puisque  sa  substitution  ne  ferait  qu  introduire  de  plus  le 

^  dY 

tacteur  -— • 

Si  done  on  i*epresente  les  integrales  des  Equations  (3) 
par 

on  aura  des  solutions  de  Tequation  (2)  en  prenant  une 
fonction  arbitraire,  soil  de  ^p,  soit  de  ^^  ou  ^'j.  Mais  il  est 
facile  de  voir  qu'il  en  serai t  encore  de  m6me  si  I'on  prenait 
une  fonction  arbitraire  des  trois,  F  {^^  4'i»  4'»)' 

Car  la  substitution  d'une  pareille  fonction  au  lieu  de  9 
dans  I'dquation  (2)  donnerait  la  somme  des  resultats  que 
fourniraient  separement  ^,  ^'d  "^ti  pourvu  qu'on  multi- 

pHat  le  premier  par  —rt  le  second  par  -j-pj  et  le  troisieme 

par  —p.  On  aura  done  une  solution  de  Tequation  (a)  ou 

de  la  proposee  en  posant  F  (^j/,  cj/^,  4'*)  =  ^?  ^^»  ^^  ^^  ®*^ 
la  m^mc  chose, 

(4)  +,=/(^,,^^.), 

F  et/*  represent  ant  des  fonctions  completement  arbitraircs. 
II  resle  a  demontrer  que  c'est  la  Tinlegrale  generale;  ou 
en  d'aulres  termcs,  qu'cn  donnant  a  x  une  valcur  particu- 
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lictt'e,  zero  par  exemple,  on  peut  determiuer  la  fonction/de 
maniereque  u  soil  une  fonction  arbitraire  de  y  el  z. 

Soit;^  (/?  ^)  ^^^  fonction  choisie  arbitrairem^nt;  cher- 
chons  si  I'on  peut  determiner  y  de  maniire  que  Tequation 

soit  satisfaite,  quels  que  soient  y  el  z  lorsqu'ou  remplace  a 
par  X  (^,  -e).  Pour  ccla,  posons 

(6)    >Ko,7,  z,  «)  =  (^,    4i,(o,/,s,  «)  =  «',     ^(y,z]  =  u, 

et  introduisons  les  variables  independantes  u  et  w  aa  lieu 
dejr,  ^-  Tequation  (5)  devra  avoir  lieu  quels  que  soient 
V  et  XV,  quand  on  y  aura  fait  les  substitutions  fournies  par 
les  equations  (6),  qui  donnent  pour  u,yj  z  des  fonctions 
connues  de  u^  %v,  Representant  par  ts  (i^,  w)  la  fonction 
connue  a  laquelle  se  reduit  le  premier  niembre  de  T^ua- 
lion  (5),  on  aura  alors  a  satisfaire,  quels  que  soient  i^  et  iv, 
a  Tequation 

CO  qui  determine  la  forme  de  la  fonction/. 

De  quelque  mani^re,  au  reste,  qu  on  elimine  u,  /,  z^ 
on  obtiendra  une  equation  qui  renfermera  la  fonction  J 
et  la  determinera.  L^equation  (4)  est  done  I'integrale  ge- 
nerate de  Fequation  (i),  puisqu^elle  y  satisfait,  et  que  pour 
x=  o  elle  donne  pour  u  une  fonction  arbitraire  He  y  el  z^ 
U  est  m^me  a  remarquer  que  Fequation  (4)  satisfait,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  quatre  variables  x,  j ,  z,  u. 

Ceite  m^thode,  due  a  M.  Jacobi,  et  que  hous  avons  ex- 
posee  sur  uue  equation  entre  quatre  variables,  s'applique 
evidcmment  quel  qu'en  soit  le  nombrc,  et  il  serait  superflu 
dc  rien  ajouter  a  cet  egard.  II  nc  nous  reslc  qu'a  en  fairc 
quelqiies  applications.     , 
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Integration  des  equations  aux  differentielles  partieUes  du 
premier  ordre^  qui  representent  des  surfaces  cylindri- 
ques^  des  surfaces  coniques,  des  conol'des  et  des  sur- 
faces de  res^olution, 

248.  Nous  comifiencerons  parrappelerles  equations  finies 
«t  les  Equations  differeujlielles  de  ces  surfaces. 

Equations  finies  de  ces  surfaces.  —  Une  surface  cylin- 
drique  est  celle  qu'engendre  une  droite  qui  se  meut  paral- 
IMement  a  une  direction  fixe,  en  s'appuyant  constamment 
sur  une  ligne  donnee,  qui  est  nommee  directrice. 

Soient 

F(.r,j,3  )=:0,     F,  (.r,/pZ)  =  0, 

les  equations  de  la  directrice,  et 

a:  =  ^z  -4-  a,    J  =  ^Z  -h  6 

celles  d'une  generatrice  quelconque,  a  eib  etant  constants, 
et  a,  S  variant  d'une  generatrice  a  une  autre.  La  condi- 
tion de  la  rencontre  de  cette  generatrice  el  de  la  directrice 
s'obtiendra  en  eliminant  a:,y,  z  entre leurs  equations-,  d'ou 
resultera  une  equation 

y(a,  €)  =  o. 

On  aura  doncl'equation  du  lieu  des  generatrices  en  elimi- 
nant a,  S  entre  cette  equation  et  celles  de  la  generatrice ;  ce 
qui  donne,  pour  Tequation  generale  des  surfaces  cylindri- 
ques,  9  pouvant  designer  une  fonction  quelconque, 

f^[x  —  azy   y  —  iz)  =  o, 

ou,  en  la  resolvanl  par  rapport  ax  —  az^ 

X  —  az  •=.f{^y  —  ftz). 

On  peut  d'ailleurs  verifier  que,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion /,  cette  equation  represcnle  une  surface  cylindriqiie. 
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249.  Une  surface  conique  est  celle  qu'engendre  une 
droite  qui  passe  par  un  point  fixe,  et  s'appuie  sur  une 
ligne  donn^. 

Soient 

les  equations  de  cette  directrice,  et  a,  6,  y  \es  coordon- 
nees  du  point  fixe  ^  les  equations  d'une  generatrice  quel* 
conque  seront 

a  et  J  variant  d'une  generatrice  a  Tautre.  Pour  que  la 
directrice  soit  toujours  rencontree  par  la  generatrice,  il 
faut  que  ces  quatre  equations  aient  lieu  en  m^me  temps  ] 
d'ou  r^sulte,  en  eliminant  x,  y,  z,  I'^quation  de  condition 

ff(a,b)=o. 

L'^uation  du  lieu  des  generatrices  s'obtiendra  en  eli- 
minant a  et  &  entre  cette  equation  et  les  deux  precedentes, 
ce  qui  donne,  pour  Tequation  generale  des  surfaces  co- 
niques, 

(a:  —  a        jr  —  6  \ 
,     =0, 
2  —  7     2  —  7  y 

ou 


etlon  verifierait  encore  que,  quelle  que  soit  la  fonction/, 
cette  equation  represente  une  surface  conique. 

250.  Un  conoide  est  la  surface  engendree  par  une  droite 
qui  se  meut  parallelement  a  un  plan  fixe,  et  qui  rencontre 
constamment  une  droite  et  une  courbe  donnees.  Prenons 
la  droite  donn^e  pour  axe  des  2:,  et  le  plan  fixe  pour  plan 
desx  et  y,  et  soient 

F{x,r,z)  =  o,     F,  (.r,  J,  z)  =  o, 
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les  equations  de  la  courbe  donn^e  ]  celles  de  la  generatrice 
seront  de  la  forme 

zz=  a,    jr  =  ^-2?. 

Eliminant  x,  y,  z  entre  ces  quatre  equations,  on  auia 
une  equation  entre  a  et  i,  quiexprimera  la  derniere  condi- 
tion a  laquelle  la  generatrice  doit  satisfaire.  Soit^z  =  9  (b) 
cette  equation,  on  aura  celle  de  la  surface  cherch^e,  en 
eliminant  a  el  b  entre  clle  et  les  equations  de  la  genera- 
trice. 

On  trouve  ainsi 


='  ©■ 


La  fonction  o  est  arbitrairc,  puisqueF,  Fi  designenldes 
fonctions  quelconques.  D'ailleurs  on  verifie  facilement 
que,  quelle  que  soit  cette  fonction  (p,  Tequation  precedente 
est  celle  d'un  cOnoi'de. 

251.  Une  surface  de  revolution  est  celle  quengendre 
une  ligne  quelconque  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  en 
conservant  avec  lui  la  m^me  position  relative  :  de  sorte 
que,  dans  ce  mouvement,  chaque  point  decrit  un  cercle 
dont  le  centre  est  sur  I'axe,  et  dont  le  plan  est  perpendi- 
culaire  a  cet  axe. 

Prenons  Forigine  en  un  point  a,  .6,  y  de  I'axe,  et  soient 

r(«,W«)  =  o,    F,  (x,jr,  z)  =  o, 

les  equations  de  la  generatrice  dans  une  de  ses  positions ; 
celles  de  I'axe  seront  de  la  forme 

Jr  =  azy     y  =  hz. 

Un  quelconque  des  cercles  de  la  surface  aura  pour  equa- 
tions 

(*  —  a)»  -f.  {/  ~  6)^  +  ( 2  ^  7 )» =  R%     z  4-  ax  H-  by  =  C. 
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Pour  qu'il  y  ait  un  point  commun  avec  la  courbe  genera- 
trice,  il  faudra  que  R  et  C  satisfassent  a  Teqaation  qu'on 
obtiendra  ea  eliminant  x^  y^  z  entre  les  quatre  ^uations 
de  ces  lignes.  Soit  celte  ^uation  de  condition 

^(R%C)  =  o, 

on  aura  celle  du  lieu  des  cercles  ou  de  la  surface  de  r^vo-* 
lution,  en  ^liminant  R  et  G  entre  cette  equation  et  celle 
d'un  quelconque  des  cercles  \  on  trouve  ainsi 

^  [:r  —  a)^  -+.  (r  —  6)2  4-  (a  —  7)%  «  -♦-  flfJ?  H-  hy\  =  o, 
ou 

equation  g^ncrale  des  surfaces  de  revolution. 

252.  Leurs  equations  aux  differentielles  parlielles.  — 
Les  surfaces  cylindriques  jouissent  exclusivement  de  cette 
propriete,  qu'en  cbacun  de  leurs  points  le  plan  tangent  est 
parallMe  a  une  droite  fixe,  dont  la  direction  est  celle  des 
generatrices, 

Soient  X  =  az^  y  =  bz  les  equations  qui  deienninent 
cette  direction,  et  z  =  F  (x^x)  I'dquation  d'une  siirface. 
Son  plan  tangent  au  point  (j/,  y',  z')  aura  pour  ikpiaiion 

Pour  qu'il  soit  parall^le  a  la  droite  donnee,  quel  que  soit 
le  point  de  contact,  il  faudra  qu'on  ait 

Inequation  generale  des  surfaces  cylindriques  est  done 

dz       ,  dz 
dx  dy 

253.  La  propriete  caracteristique  des  surfaces  coniques 
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est  que  leur  plan  tangent  en  un  point  quelconquc  passe 
par  un  point  fixe.  Soient  a^  6,  y  les  coordonnees  de  ce 
pointy  requation  generale  du  plan  tangent  a  uue  surface 
etant 

le  plan  tangent  passera  constamment  par  le  point  fixe,  si 
Ton  a,  pour  tons  les  points  de  la  surface, 

,_3'=_(„_^')^-_(e_/); 

r equation  generale  des  surfaces  coniques  est  done 

254.  Le  plan  tangent  a  un  eono'ide  devant  contenir  la 
generatrice  menee  au  point  de  contact,  coupera  I' axe  des  z 
en  un  point  doht  le  z  sera  egal  a  celui  du  point  de  contact, 
si  Ton  suppose  les  axes  cboisis  comme  precedemmenl. 
L'equation  du  plan  tangent 

devra  done  felre  satisfaite  par  x  =6,y  =  o,  z=z^]  ce 
qui  donne,  pour  tout  point  de  la  surface, 

,  dz'         ,  dz' 

L'equation  generale  de  tons  les  conoides,  quelle  que  soit 
la  courbe  directrice^  est  done 

dz  dz 

255.  Les  surfaces  de  revolution  ont  pour  propriete  ca- 
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ract^ristiqae,  que  la  normale  menee  en  un  qnelcmique  de 

leurs  points  rencontre  leur  axe. 

Soient 

x  =  flz  -h  a ,     J  =  iz  +  6 

les  equations  de  Taxe.  Une  normale  a  unc  surface  quel-* 
conque  a  pour  equations 

pour  qu'ellc  rencontre  Taxe,  il  faudra  que  Ton  ail  la  con- 
dition 

dz'  ~         dz'        ^        ' 

di'^'        w-^' 

En  r^duisaAt  cette  eqiiation,  et  suppriniant  les  accents, 
on  aura  Tequation  generale  des  surfaces  de  revolution,  qui 
sera 

(j_i2-_6)_  —(x— flz  — a)— =:^(u:  — a)  — n(j  — 6). 

On  aurait  pu  deduire  ces  diverses  equations  diflliren- 
tielles  des  equations  en  quantites  finies,  en  eliminant  la 
fonction  arbitral  re. 

Nous  allons  voir  r^ciproquement  comment  on  pent  re- 
passer  des  Equations  diflferentielles  aux  equations  en  quan- 
tites finies. 

256.  Integration  des  equations  de  ces  surfaces.  Surfaces 

cyiindriques,   —   L'^quation    differentielle   des    surfaces 

dz  dz 

cyiindriques  est,  en  posant  —  =zp^  —  z=:q^ 

ap  -^  bg  z=  I , 

D'apris  la  iheorie  des  equations  aux  difTerenticlIes  par- 
II.  23 
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tielles  du  premier  ordre,  on  posera  les  deux  equations  si- 
multanees 

dx      dy 

—  =  X  =^  "* ' 
a         0 

dont  les  integrates  sont x  —  az=:C,j^  —  iz  =  Ci5  ^'^^ 
il  resulte  que  Tintegrale  de  Fequatioit  propos^e  est 

X  —  flz  =  F  ( J  —  bz)y 
ou 

X  —  azz=:Yt[ay — bx)^ 

F  d^signant  une  fonetion  arbitral  re,  qui  se  d^terminera 
par  une  condition  particuliire.  Supposons  d'abord  que  la 
surface  cylindrique  soit  assujettie  a  passer  par  une  courbc 
donnee,  ayant  pour  equations 

/(x,j,z)  =  o,    /{ar,/,z)=o^ 

pour  qu'il  soit  plus  facile  de  determiner  la  forme  de  la 
fonetion  F,  nous  representerons  par  une  seule  lettre  la 
quantite  qui  s^  trouve  soumise.  Soit  done 

nous  remplacerons  partout  j^  par  bz  -hu:  Tequation  de  la 
surface  deviendra 

X  —  flz  ==  F  (tt), 

et  celles  de  la  courbe  se  cfaangeront  en 

/{xy  fcz-|-a,.z)  =  o,    /(a:,  6«H-«,  «)  =  o, 

et  il  faudra  que  ces  trois  equations  soient  satisfaites  par 
une  infinite  de  valeurs  de  x ,  z  ^  u.  Si  done  on  ^limine  x 
et  z  entre  elles,  Tequation  en  u  devra  etre  satisfaite,  quel 
que  soit  w,  ou,  en  d'autres  termes,  elle  devra  ^tre  iden- 
tique.  On  en  deduira  done  la  forme  de  la  fonetion  F,  en 
tirant  de  cette  equation  la  valeur  de  F  (u).  L*equation  de 
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la  surface 

X  —  flz  =  F  (j  —  bz) 

sera  done  eutierement  d^lerminee. 

On  pent,  du  reste,  se  dispenser  de  resoudre,  par  rapport 
a  F,  Tequalion  resultant  de  relimination.  Car  soit 

cettc  equation;  en  y   rempla^ant  u  pary  —  bz  et  F  («) 
parj;  —  az^  on  aura,  pour  I'equation  de  la  surface  pro- 

posee , 

.  9{x — bzyX  —  az)  =  o. 

Si  la  surface  cylindrique  ^tait  assujettie  4  &tre  circon- 
scrite  a  une  surface  donn^,  on  eommencerait  par  deter- 
miner les  points  de  cette  surface  pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  paralUle  a  la  direction  donnde  des  genera* 
irices^  et  il  suffira,  pour  cela>  d'exprimer  qu'ils  satisfont 
a  requation  differentielle  de  U  surface  cyKndriqu«.  Cette 
ligne  etant  d^terminee,  le  probleme  rentre  dans  le  pr^^- 
denl. 

257.  Surfaces  coniques.  —  Leur  equation  diflerentielle 

est 

( X  —  a) /> -f- (^-- 6)  ^  =  z —  v. 

On  inlegrera  d'abord  les  equations 

dx  dy  dz 

X  —  a        y  —  6        z  —  7 

ce  qui  conduit  a 

X  —  a y — 6 

—  C,     — C|, 

3-7  z-7 

et  rint^grak  de  I'equation  propos^e  sera 

x  — 


--/ 


^-^) 


z-7 
/d^signant  une  fonction  arbitraire. 


23. 
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Supposons,  pour  la  determiner,  que  la  surface  soH  assu- 
jetlie  a  passer  par  une  courbe  dont  les  equations  donnees 

soient 

F  (^,  /, 2)  =  o,     F,  (x,  J,  2)  =  oy 
on  posera 

=  «; 

les  equations  de  la  surface  et  de  la  Kgne  donn^c  devieir- 
dront 


"=/(")>     F[x,e-+-(2  — 7)  w,z]  =  o. 


2—7 

F,  [^,6  4-  (2  —  7)11,  2]  =  o. 

Ces  trois  equations  devant  avoir  une  infinite  de  solu- 
tions communes,  si  Ton  elimine  x  el  z^  Tequation  finale 
en  u  devra  ^tre  identique,  et  la  valeur  que  Ton  en  tirera 
poury*(u)  determinera  la  forme  de  la  fonction  arbitraire. 

Si  la  surface  conique  ^tail  assujettie  a  ^tre  circonscrite  a 
une  surface  donnee,  on  chercherait  d'abord  le  lieu  des 
points  de  cette  surface  qui  satisfont  a  Tequation  difi^en- 
tielle  de  la  surface  conique  :  le  probleme  rentrerait  alors 
dans  celui  que  nous  venons  de  resoudre. 

258.  Cono'ides,  —  L'eqxiation  generale  des  conoi'des  est 

px-^-qx^^  a. 

Les  equations  simultanees  qu'il  faut  int($grer  sont  done 

dx       dy  dx        dz 

—  = —      et    —  =  — -J     ou     rf2  =  o. 
X         y  X         o 

On  en  tire  ^  =  a ,  y  =  ix,  a  et  6  etanl  les  constantes  arbi- 
traires.  L'integrale  gi^nerale  sera  done 


■■=,i$)- 


f  designant  une  fonction  arbitraire. 


INTEGRATION    DES    :feQUATIONS    DIFF^RENTIELLES.       357 

Si  Ton  veut  determiner  cette  fonctioxi  par  la  condition 
que  la  surface  contienne  une  courbe  ayant  pour  equa- 
tions 

F(^,  J,  2)  =  o,     F,(x,  J,  3)=o, 

on  posera  -  =  ii,    et  Ton  remplacera  y  par  ux  dans  les 

trois  equations  qui  devront  admettre  une  infinite  de  solu- 
tions communes/ 
On  aura  ainsi 

z  =  y(a),      F(a:,  MJ?,J2)=ro,      F,  (jt,  «jr,  2)r=o. 

Si  Ton  elimine  or  et  z,  T^quation  identique  en  u  qui  en 
resultera  fera  connaitre  la  forme  de  la  fonction  cherchee 

On  agirait  comme  dans  les  deux  cas  precedents ,  si  le  co- 
noide  devait  Aire  circonscrit  a  une  surface  donnee. 

259.  Surfaces  de  resolution,  —  L'equation  differen- 
tielle  de  ces  surfaces  est,  en  prenant  I'origine  en  un  point 
dfi  Faxe, 

(X  —  bz)p  —  (x  —  az)qz:zbx  —  ay. 

U  faudra  d^abord  integrer  les  equations  simultanees 

djc  —  dy  dz 

y  —  bz       X  —  az       bx  —  ay 

ou 

(  h.r  — ay]  dx  =z  [y  -^  bz)  dzy 
—  (bx  —  ay)  dy  =z  (x  —  az)dz. 

Si  Ton  multiplie  la  premiere  par  a,  la  seconde  par  6,  et 
qu'on  les  relranche,  on  irouve,  en  divisant  par  bx  —  ay^ 

adx  ■+-  bdy  =  —  dzy 
d'ou 

z-{-aX'\'by=zc> 
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Si  maialenant  on  multipjlie  la  premiere  par  x,  la  secoQde 
parj^,  et  qu'on  les  retranclie,  on  trouvera 

xdx  +  ydjr  -I-  zdz  =  o, 
d'ou 

^'  4- J^  -h  2?  =  c, ; 

riutiegrale  die  Tequation  proposes  est  done 

*•'  4-r'  4^  «'  =/( z  +  ax-irbj). 

Determinons  la  fonction  arbitraire  par  la  condition  que 
la  surface  contienne  la  courbe  ayant  pour  equations 

V{x,y,z)  =  p,     F,  [xyx,  «)=  o; 

pour  cela,  nous  ppserons  encore 

z  -^  ax  -^  by  =  Uy 

et  nous  eliminerons,  comme  dans  les  questions  prec^dentes, 
jc,  y,  z  entre  cette  equation,  celle  de  la  surface  et  celles 
de  la  courbe  donn^e^  Fi^quation  finale  en  u  devra  hvt 
identique,  et  di^terminera  ainsi  la  fonctiony(ii). 

On  agirait  comme  dans  les  cas  precedents,  si  Ton  deman- 
dait  que  la  surface  de  rpvolulion  fut  circonscrile  a  une  sur- 
face donnee. 
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CHAPITRE  XXIV. 

CALCUL   DES   VARIATIONS. 


260.  Le  calcul  des  variations  a  ete  con^u  par  Lagrange 
pour  la  resolution  d'une  nouvelle  esp^e  de  questions  sur 
les  maxima  et  minima. 

Dans  les  questions  ordinaires,  on  donne  la  forme  d'une 
expression  qui  renferme  une  ou  plusieurs  quantites  incon- 
nues,  et  Ton  cherche  les  valeurs  maxima  de  cette  expres- 
sion, £[insi  que  les  valeurs  particulieres  des  incounues  qui 
y  correspondent* 

Daus  ces  nouvelles  questions ,  on  donne  Texpression 
d*une  differentielle  qui  renferme  des  fonctions  incounues 
de  X,  ainsi  que  leurs  derivees  d'un  ordre  quelconque  par 
rapport  k  x^  et  Ton  se  propose  de  determiner  ces  fonctions 
de  telle  sorte  que  Tintegrale,  prise  entre  certaioes  limites, 
ait  une  valeur  maximum  ou  minimum. 

Ainsi  la  difference  que  Ton  apercoit  d*abord  entre  ces 
questions  et  les  autres  questions  de  maxima  (fu  minima 
consiste  en  ce  que  les  incounues  ne  sont  pas  des  valeurs  de- 
terminees,  mais  des  fonctions  de  la  variable  par  rapport  a 
laquelle  rint^gration  doit  ^tre  effectuee.  * 

26i .  La  marche  a  suivre  pour  resoudre  ces  sortes  de 
questions  est  la  m^me  que  pour  les  autres.  On  suppose  que 
Ton  connaisse'les  fonctions  cherch^es^  on  les  fait  varier 
infiniment  peu,  en  satisfaisant  a  toutes  les  conditions;  et 
Ton  exprimeque,  daus  tons  les  cas,  la  valeur  de  Fintegrale 
diminue^  si  elle  doit  ^tre  maximum,  ou  qu'elle  augmente, 
si  elle  doit  6tre  minimum. 
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II  faut  done  commencer  par  donner  les  regies  generates 
au  moyen  desquelles  on  pent  determiner  raceroissement 
infiniment  petit  des  integrales,  et  d'abord  des  quantites  qui 
peuvjenl  entrer  sous  le  signe  de  Tintegration.  Mais,  avant 
de  nous  en  occuper,  nous  ailo^  eclaircir  ce  qui  precMe 
par  la  consideration  d'une  question  parliculiere. 

262.  Etant  donnes  deux  poinU  fixes  et  une  droite 
situee  dans  le  m^ine  plan^  quelle  est  la  courbe  passant  par 
Cfss  deux  points^  qui,  tournant  autour  de  la  droite  fixe^  en- 
gendre  une  surface  minimum  ? 

Si  Ton  preud  celte  droite  pour  axe  des  x,  qu'on  parlage 
en  une  inQnite  de  parties  la  distance  des  projections  des 
deux  points,  et  que  par  les  points  de  division  on  mine  des 
plans  perpendiculaires  a  Faxe,  la  surface  engendree  sera 
decomposee  en  une  infinite  d'elements,  ayant  pour  ex- 
pression gj^nerale  aT:ydsj  et  correspondant  a  toutes  les  va- 
leursde  x  comprises  entre  les  limites  donnees  Xi,  Xf.  II 

'      yds  augmeole  en  psissaQt 

de  la  courbe  cherchee  a  toule  autre  voisine.  Et  dans  Tinte- 

grale  I     y  ds-^  qui  se  rapporte  a  une  quelconque  d' entre 

elles,  les  elements  y  ds'  peuvent  se  rapporter  a  des  points 
de  division  de  I'axe  qui  ne  soient  pas  le^  m^mes  que  pour 
la  premiere  ]  il  suffit  que  les  limites  soient  les  m^mes.  De 
sorte  que,  si  Ton  voulait  comparer  les  deux  integrales  ele- 
inen;  par  element,  il  suffirait  d'en  mettre  le  mi^me  nombre 
^e  part  et  d' autre,  et  Ton  pourrait  etablir  telle  loi  que  Ton 
voudrait  entris  les  abscisses  de  deux  elements  correspon-* 
dants  ;  mais  il  sera  av^nts^geux  de  les  supposer  iniipiiment 
peu  diflerentps  Tune  de  Tautre. 

Les  limites  Xi,  x^  pourraient  etre  inconnups,  niais  a$su-« 
jetties  a  certaincs  conditions.  On  pourrait,  par  exemple,(k- 
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mander  quelle  est  la  courbe  qui,  ayant  ses  extr^mites  sur 
deux  coail>es  donnees,  et  tourhant  autour  dVne  droite  si** 
tuee  dans  le  m^me  plan,  engendre  une  surface  minimum. 
Dans  ce  cas,  on  reconoaitrait  qu'on  a  trouve  la  courbe  qui 

;  /»', 

resout  la  question,  a  ce  que  Tinlegrale  /      yds  augmen- 

terait  quand  on  considererait  toute  autte  courbe  ayanl  ses 
points  infiniment  voisins  de  la  premiere,  et  ses  deux  extre- 
mites  sur  les  courbes  donnees,  a  une  distance  infiniment 
petite  des  cxtr^mites  de  la  premiere. 

Si  i'on  veut  comparer  deux  a  deux  les  Elements  des  deux 
int^rales  depuis  le  premier  jusqu'au  dernier,  on  ne  pour- 
rait,  dans  ce  cas,  les  supposer  correspondants  a  la  m^me 
abscisse,  puisque  les  abscisses  des  exlr^mites  sont  ndcessai- 
rement  diflerentes.  II  est  done  quelquefois  n^cessaire,  et 
toujours  permis  de  considerer  les  deux  integrales  que  Ton 
veut  comparer,  comme  decomposees  en  un  meme  nombre 
d^ elements  correspondants  a  des  valeurs  de  x  infiniment  peu 
different^s,  et  liees  I'une  a  Tautre  par  une  loi  aibitraire. 

Des  variations^ 

^3.  Lorsque  Ton  considere  un  element  quelconquei 
dune  iptegrale,  et  que  Ton  passe  a  son  correspondant,  les 
accroissements  que  subissent  les  quantites  dont  il  depend 
sont  nommes  les  variations  de  ces  quantites.  On  conserve 
le  nom  de  dijfferentielles  aux  accroissements  que  subissent 
ces  ipi&mes  quantites  en  restant  toujours  dans  le  systeme  qui 
se  rapporte  a  la  m^me  int^grale.  On  distingue  les  varia- 
tions des  diil^entielles  par  la  caracteristique  d  que  Ton 
substitue  a  la  caracteristique  ^^  et  on  les  suppose  toujours 
infiniment  petiles. 

Ainsi  soit  j  une  des  fonctious  inconnues  de  x  qui  en- 
irent  dans  rexpressioji  sous  le  signe  f\  dy  sera  Faccrois- 
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semen t  que  preud  cette  fonction  quand  on  passe  d'ui^  ele- 
ment de  la  premiere  integrate  a  son  correspondant  dans  la 
seconde.  En  considerant  y .  comme  ^tant  Tordonnee  d'une 
conrbe,  j^+  iy  sera  Tordonn^e  de  la  courbe  apris  sa  va- 
riation, et  elle  correspondra  a  la  m^me  abscisse  quey  dans 
la  premiere,  dans  le  cas  ou  les  points  correspondants  se 
rapporteront  a  la  m&me  valeur  dc  x ;  au  contrairey  +  Sy 
sera  Tordonnee  correspondante  a  Fabscisse  x  +  dx  s\  ix 
est  la  fonction  iufiniment  petite  de  x,  et  continue  comme 
Sy^  qui  exprime  la  difference  des  abscisses  des  poinlsque 
Ton  fait  se  correspondre  dans  les  deux  iutegrales.  Dansce 
dernier  cas,  il  est  peut-^tre  plus  conunode  de  r^arder  x  et 
j^  ainsi  que  $Xj  dj^  comme  des  fonctions  d'une  m&me  va- 
riable arbitraire  t  qui  n'entre  m&me  nuUement  dans  Tex- 
pression  donnee,  et  alors  la  fonction  sous  le  signe  J  renfer- 
mera  les  difierentielles  dx^  d*x^.,.^  aussi  bien  que  dy, 
^iy,...,  rapporlees  toptes  a  une  m&me  variable  qui  n'a  pas 
raeme  besoin  d'etre  designee. 

Lorsque  Ton  connait  les  variations  de  toutes  les  quantiles 
qui  entrent  dans  une  fonction,  la  variation  dc  cette  fonc- 
tion se  determine  par  les  regies  (Srdinaires  du  calcul  diffe- 
rentiel,  qui  font  connaitre  Taccroissement  infiniment  petit 
d'une  fonction,  d'apres  les  accroissements  de  toutes  les  va- 
riables qu'elle  renferme.  Ainsi  Ton  aura  generalement 

rfF  dF  (IF 

(i)     ,jF(i/,.,«^,...)  =  ^^«-h-r^*'^-:7^^«'+---- 

du  dp  dw 

264.  Transposition  des  cavacteristiques  deti,  —  11  est 
important  de  remarquer  que  dans  tons  les  cas  on  pent  inler- 
vertir  Tordre  des  operations  quand  on  prend  la  differen- 
tielle  el  la  variation  d'une  fonction  quelconque  u.  En  efTet, 
soit  i^+dv  ce  que  devienlla  fonction  i^en  passant  du  pre- 
mier systime  au  second.  Si  Ton  change  f  en  f  -h  dt^  la  dif- 
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ferentielle  /i'^"*'  de  la  fonction  dans  le  second  systeme  sera 
^V4-  ^"(J^.  Done  la  differentielle  ^"I'de  la  fonction  dansle 
premier  sysieme  a  pour  variation  d'Sy^  on  a  done 

(2)  •  S(tv=:^d''Sv. 

Par  la  les  variations  de  loutes  les  diflferentielles  d'une 
fonction  sont  deierminees  par  la  variation  de  la  fonction 
elle-m^me,  et  il  en  resulte  qu'on  pent  exprimer  la  varia- 
tion d*une  fonction  quelconque  de  x,  y,  -2,...  et  de  leurs 
differenti^lles,  au  moyeii  des  variations  de  ces  quantites 
Xyjr^  z,  et  des  differentielles  de  ces  variations.  II  sufBra 
de  faire  usage  de  la  formule  (i),  dans  laquelle  w,  i^,  w,.., 
seront  remplaces  par  a:,  j^,  >3 , . . . ,  dx^  dy^  dzy,.,^  d*x,  d}y^ 
d}z^.... 

Ainsi,  en  representant  par  A,  B,  C,...,  Aj,  Bj,  Ci,..., 
A„  Bs,  Cjv^  les  derivees  partielles  par  rapport  a  ces 
quantites  j:,.«- 9  dx^.,.^  rf'o:,...,  d'un<s  fonction 

F(4:,/,  z,..,ydx,  dy,  dz,..  d'x,  d'y,,,,), 
on  aura 

.   .iSF  =  A.$X'hBSy+CSz-i'...-hAid$x-^B,dSy-\'C,d$Z'h^.. 

265.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  differentielles  sont 
toutes  prises  par  rapport  a  une  variable  particuliire  qui 
cntre  dans  la  question  ]  alors  les  expressions  que  Ton  a  a 
considerer  ne  renferment  que  les  derivees  de  toutes  les 
autres  par  rapport  a  celle-14,  et  Ton  a  besoin  de  calculer 
les  variations  de  ces  derivees.  On  pourrait  bien  les  deduire 
de  la  variation  des  differentielles,  en  exprimant  d'abord 
ces  derivees  en  differentielles  prises  par  rap|x)rt  a  une 
variable  independante  quelconque;  mais  il  vaut  micux 
trailer  la  question  direciement. 

Soit  y  une  fonclion  de  x,  que  nous  pouvons  nous  ropre- 
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3eiiter  {fig*  6)  comme  Tordonnee  d'une  courbe  dont  .r 
6erait  Tabscisse.  Repr^senlons  par  Y  et  X  ce  que  devien- 

nent   r  ei  x\  la  difference -7:; -z-  sera   la   variation 

^  rfX"         dx^ 

de  -7-^ J  ou  d  -j^'i  et    il    s'agit  de  Texprimer  au   moyen 

de$  variations  de  a:  etj^  et  des  derivees  de  ces  variations. 
II  y  a  deux  ca3  a  examiner,  suivant  que  X  est  identique 
avec  or,  ou  qu'il  en  difffere. 

I**.  Supposons  que  X  ne  difl^re  pas  de  x,  ou  que  Ton 
^ait  dx  =  o,  e'est-a-dire  que  nous  regardions  comme  cor- 
respondants  sur  deux  courbes  infiniment  voisines  les 
points  M,  N,  qui  repondent  a  une  m^me  abscisse  quel- 
conque  AP;  MN  sera  3y^  et,  en  differentiant  par  rapport 
a  X  les  deux  membres  de  Tequation  Y  :;=  y  -f-  ^5  on  ob- 
Jliendra 

d^        c&  djr"   ' 

d'ou  resulre 

•  .dy^dj^ 

^^'  djc^  da^ 

2^.  Supposons  maintenant  que  les  points  correspondants 
M  et  N  (fig.  7)  aient  des  abscisses  difTerentes  AP,  AQ; 
on  aura 

AP  =  jr,     MP  =  r,     AQ==X,     NQ=Y,     V(l  =  $x,    NK  =  ^r, 

et  lorsque  x  croilra  par  degr^s  egaux,  X  ne  croitra  pas  de 
la  m^me  maniire,  puisque  X  =  ic-:|-ix,  £t  que  dx  est 
Une  fonction,  soil  de  x,  soit  d'une  variable  indepen- 
dante,  arbitrairement  choisie.  Ainsi,  differentier  par 
rapport  a  ^  ou  a  X  ne  sera  pas  la  merae  operation,  et 
Tequation 
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ne  conduirait  pas,  comme  dans  le  cas  precedent,  a 

II  faut  done  calculer  direciement  la  difference  j^=r  —  -r--« 

D^ignons  par  u  Tordonn^e  M'P  de  la  courbe  variee, 
pour  la  m^me  abscisse  x  que  Vy  de  la  premiere  courbe^ 
qui  est  MP,  et  par  co  la  difference  M'M,  qui  serait  djr  si 
Ton  supposait  dx=o.  On  aura  alors  m  =  w  +  y ;  el,  en 
observant  qu'on  peul  consid^rer  Nm  et  M'M  comme  egaux, 

et  que  /7iK=  ^  dx,  on  aura 

ax 
Diffi^rentiant  n  foia  Tequation 


on  obtiendra 


d^u       ^w       d'y 
da^        ^        ^' 


Mais  les  points  M'  et  N  appartenant  a  la  m^me  courbe,' 
les  deriv^es  n''"^"  des  ordonnees  de  ces  deux  points  par 
rapport. a  leurs  abscisses  respectives  x  et  X  ne  sont  autre 
cbose  que  des  valeurs  d'une  m^me  fonction  dans  laquelle 
on  met  successivement  pour  la  variable  les  deux  valeurs 
diffdrentes  AP,  AQ,  ou  j:  et  x  -+•  ix\  d'ou  rcsulte,  d'apres 
les  regies  du  calcul  diff^rentiel , 

rf«Y        d^u        d^Ui  ^ 
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el,  d'apres  requatiou  precedenle, 

Obseryant   d'ailleurs    que         _^^  ne  differe  de       ^_^^  que 
d'une  qtianiite  iypnimeat  petite,  cette  cquatioD  doDnera, 


poiir  la  difference  -r^  —  '^^9  ou  d  ~~i  la   valcur  sui- 


vanie  : 


que  nous  regarderons  comme  renfermant  la  premiere, 

ax 

Les  formules  (5)  et  (4)  coincideront  lorsqae  Toq  suppo- 
sera  Jx=  o, 

266.   Transposition  des   caracterisliques  d  et    J  .   — 

Considerons  maintenant  Tint^grale    /      U,  U   designant 

une  expression  differentielle,  et  les  limitcs  Xi,  Xf  etant 
<ponstantes  ou  variables.  On  peul  la  decomposer  en  une 
infinite  d'^l^ments,  dont  le  premier  correspond  ar  Xi  et  le 
derniera  Xf  diminue  de  la  deraiere  differentielle  de  x. 
EUe  sera  d!onc  la  limite  d'une  somme  telle  que 

Considerons  maintenant  Fintegrale  infiniment  voisine 
dans  laquelle  elle  se  change  par  la  variation  des  quan- 
tit^s  dont  elle  depend,  et  soit  U'  ce  que  devient  U  en  ge- 
neral  dans  ce  changement,  de  sorte    que  U' — U  =  JU. 
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Les  limites  de  celte  nouvelle  integrale  seFont  Xi-hox^ 
ei  Xf  +  dxf,  et  elle  pourra  etre  regardee  comme  la  li- 
mitede 

ces  nouveaux  elemenU  correspondant  a  ckacun  des  pre- 
miers. 
L'accroisseinent  de  Tintegrale  est  done  la  limite  de 

oude 

c'est-a-dire  /      <JU. 


'■"£'' 


Ainsi,  soil  qu'on  suppose  les  limites  jr,,  Xf  conslantes, 
soit  qn'on  les  suppose  variables,  on  a 


|6) 


'£''"=£''"" 


de  sorte  que,  pour  connaitre  la  variation  d*une  integrale 
definie,  il  suffit  de  calculer  celle  de  la  diflerentielle,  et  de 
Tint^rer  entre  les  m&mes  limites. 

967.   Expression  de  la  variation  iTune  integrale  de-- 
finie,  —  Considerons  une  integrale  de  la  forme 


x: 


y  dx^ 


la  valear  de  V  eunt 

y  designe  one  fonctioa  inconnoe  de  x^  et  J^y^t  •  '•  •J  '"' 
sent  ses  derivees  successives  par  rapport  a  x»  Nous  nous 
bomons  a  considerer  une  seule  fonction  y^  parce  que,  s'il 
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y  en  avail  plusieurs  autres^  ii  suffirait  de  reproduird  pour 
chacune  ceque  nous  allons  faire  pour  y.  Nous  examinerons 
deux  cas  distincts  :  celui  ou  jTj  ,  Xa ,  ont  des  valeurs  iSites 
donnees,  et  celui  ou  ces  limites  peuvent  varier  d'apris  cer- 
taines  conditions  donnees. 

i^.  Supposons  d'abord  x^  et  x^  con&tants;  nous  pour- 
rons  alors  faire  (Jar=  o  et  employer  la  formule  (4)  qui 
donne  pour  une  derivee  queleonque  y^"^^ 

Cela  pose,  si  Ton  observe  que  la  variation  de  x,  ou  (?j:, 
est  nulle,  et  que,  par  consequent,  celle  de  dxy  ou  dix^ 
Test  aussi,  d'ou  il  suit  que  (J(Vflte)  =  cJV.  dx\  la  for- 
mule (6) donnera 

(7)  ^  /    'ydx=  I    '$y,dx. 


i  \dx=  j    'a 


Calculous  maintenant  cJ  V. 

Or^  comme  nous  Tavons  deja  remarque,  I'accroissemeltit 
de  V  sera  donne  par  les  rfegles  ordinaires  du  calcul  diffe- 
rentiel,  au  moyen  des  accroissements  des  quantites  qui  ont 
varie  dans  V,  c'est-a-dire  de  /,/',  . .  .,y^'*^  On  aura 
done 

^„        d\  ^  d\  ^    ,       d\  ^   ,^  dV    ^     ^^ 

que  nous  ecrirons,  pour  plus  de  commodile,  de  la  maniere 
suivante : 

L'equalion  (7)    deviendra   ainsi,  en  expnmant  cJj', .,., 


imt£gb.ation  des  Equations  diff^rentiellfs.     369 
(J/^"^  au  moyen  de  la  formule  (4)? 

Noas  avoiis,  sous  le  signe  1  f  la  foDction  ind^terminee  iy 

et  ses  d^rivees  par  rapport  a  x\  ces  demiires  sont  deter- 
minees  par  iy^  et  il  est  necessaire  de  les  fa  ire  disparaitre 
de  Tintegrale  en  les  ramenant  a  iy  seul,  qui  est  entiere- 
ment  arbitraire.  Or,  c'est  ce  que  Ton  fera  facilement  au 
moyen  de  Tint^ration  par  parties. 

En  eflfet,  si  Ton  designe  par  ue\.v  deux  fonctions  de  or, 
on  etablit  facilement,  par  une  suite  d'int^grations  par  par- 
ties, la  formule  suivante,  qui  est  souvent  utile  dans  Tana- 
lyse : 

J  "  dx'        ~~  "  dj^'        dx  5?^        djr^  dtf^* 

d^u  d'^v  d^*u       ,     Td^'u 

dar^dje'-'  ^^  </x«-'  J    dr" 

En  faisant  usage  de  cette  formule,  on  obtiendra  les  Equa- 
tions suivantes : 

J        <£*•  dx—'         dx    dx^i   '^  dx^   ^^,«-»    ~    " 

^d^M  r     d'li  ^ 

n.  5.4 
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et  il  faut  bien  remarqaer  que  —  5  -j-^  1 . .  . ,  repr&enteni 

les  derivees  totales  de  N,  P,.  . . ,  consider^es  comme  fonc- 
tions  de  x,  et  dans  lesquelles  on  regarde  y  comme  depen- 
dant de  X.  On  aura  done  enfin,  en  prenant  les  integrales 
entre  x^  et  OTf, 

\  dx  daf^^  )    dx 

'      ydx={  (^       dYi  d'-^V\d^ 


(9)< 


dx^ 


-U 


dx^-' 


S^il  y  avait  nne  seconde  fonction  z  dans  Y,  on  9Jouteraitau 
second  membre  de  cette  Equation  une  autre  expression 
qui  n'en  diiTererait  que  par  les  valeuvs  des  fonctions  qui 
remplaceraient  N,  P, . .  . ,  et  par  le  changement  de  jr  en  z. 
II  en  serai  t  de  m&me  pour  un  nombre  quelconque  de  fonc- 
tions. 

268.  Si  la  fonction  V  renfermait  les  valeurs  dey^y'^ . . ., 
relatives  aux  limites,  la  variation  de  Tintegrale  se  compo- 
serait  des  termes  que  nous  venous  de  calculer,  plus  les  sui- 
vants  : 

Or,  les  quantites  <Jjj,  cJj', , . . . ,  cJ/„  cJ/^ , . . .  n'elant  pas 
des    fonctions  de   x,    on  peut   les  faire   passer  hors  du 
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signe    /  9  el  les  termes  a  ajouter  se  r^duiront  a 


€lx- 


2**.  Supposons,  en  second  lieuj  que  x^  et  Xt  soieht  va- 
riables, et  que  3x  ne  soil  pad  nul.  On  atlra  dans  ce  cas 

I       V£ir=    /       $(\dx)z=    /       {8\.dx  +  yd9x), 
LHnt^gradon  par  parties  donnant 

jyd$x  =  ysx—  jdx.dY^ 

I'equation  precMente  devient 

9  j    ^ydx=  (v^orj     -h    r  \8\.dx--dW,$x), 
Soil  main  ten  ant 

et,  par  suite, 

il  en  resultera 

ou,  en  vertu  de  la  formule  (5), 

/  dfti  t^oi  d^%i  \ 

On  a  done,  pour  Teicpression  de  la  variation  cher- 

24  • 
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On  peut  remarquer  que  cette  expression  ne  differe 
de  celle  du  cas  precedent  que  par  T  addition  du  terme 

l\dx]    ]    car  co  designe  ici  ce  que  3y  designait  dans 

I'autre.  Si  done  on  appliquait  semblablement  Tint^gration 
par  parties,  on  ferait  disparaitre  tons  les  indices  de  diffe- 
rentiation sur  cr)  sous  le  signe  I ,  et  Ton  trouverait 

/       \dx=z{  /         dK       \d'o^ 


/  dP 


(.0) 


U 


djc^' 


/x. 


r''    /„      <^N       rf»P      d»Q 


•=*=S)- 


S'il  se  trouvait  dans  V  une  seconde  fonction  incon- 
nue  Zy  dy  renfermerait  de  plus  des  termes  de  la  forme 
M'rfz  -H  N'rfz'  -h  "Pdz"  4- ....  On  poserait 

et  Ton  ajouterait  k  I'expression  precMente  des  termes  ou 
co'  entrerait  de  la  m^me  maniire  que  co.  II  en  serai t  de 
m^me,  quel  que  fut  le  nombre  de  ces  fonetions. 

Enfin,  si  V renfermait  les  valeurs  dear,^,  z^.^.^y^  «V'*» 
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relatives  aux  limites ,  on  y  ajouterait  le$  termes  suiyants  : 


(11) 


269.  Le  cas  ou  Xi,  Xs  sont  variables  pourrait  &tre  imm^- 
diatement  ramene  a  celui  ou  ils  sont  fixes,  sans  faire  usage 
dela  formule(5). 

En  effet,  considerons  V  conune  rordonnee  d'une  courbe 
MN  (fig.  8),  el  soient  AP  =  3Ci,  AQ  =  j:,  5  on  aura 


Vd:r=PMNQ. 


Soil  mainlenant  Mj  Ni  la  courbe  apres  la  variation ;  la 
valeur  de  I'integrale  proposfe  sera,  dans  le  second  sys- 
t^me,  I'aire  Pi  M,  Ni  Qi  5  on  peut  done,  en  n^gligeant  les 
infiniment  petits  du  second  ordre,  regarder  la  variation 
de  I'integrale  comme  egale  a 

NQQ,  R  —  MPP,  H  4-  M.  LNI. 

Les  deux  premiers  termes  representent 

'y,§j;^  —  \,$x,,       ou       tViarV- 

Le  troisieme  est  I'inlegrale  I  3V,dx  prise  entre  led  li- 
mites Xx  +  dXi  et  XjL,  ou,  en  negligeant  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  entre  Xi  et  Xj.  Done  enfin 

^  r  'Vdjc=  (\Sx\  *  -h  f  ' By,dx^ 

JV  etant  la  variation  de  V  dans  ITiypolhese  cJ'a:  =  o,  et 
par  consequent  ayant  la  m^me  signification  que  dans  le 
premier  cas.  Son  ex{)ression  sera  done  la  m^me  \  seule- 
ment  il  conviendra  de  representer  la  variation  de  y  autre- 
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meat  que  par  dy,  qui,  daxis  le  cas  aotuel^  aurait  une  autre 
signification,  et  nous  designerons  par  co  la  variation  de  jr 
dans  Fhypothfese  (Jx=a.  II  sufSra  done,  pour  obleiur 

la  variation   cherchee  de    Tintegrale  |      \dx^  d'ajouter 

l\dx]    au  second  membre  de  I'^quation  (9,),  dans  kquel 

on  remplacera  dy  par  «. 

On  retombe  ainsi  sur  la  formule  (10),  comme  cela  de- 
vait  ^tre.  On  y  ajouterait  de  m^ma  I'expression  (11),  si  V 
renfermait  explicitement  les  valeuits  des  variables  aux 
limiles. 

%10.  II  nous  reste  a  e^amiiit^r  le  cas  ou  la  variable  in- 
d^endant^  ae  serait  paa  desi^n^,  et  ou  la  fop^tion  90U3  U 

signe  I  ne  renfermerait  pas,  par  consequent,  des  d^rivdes 

par  rapport  a  x,  mais  des  difKrentielles  prises  par  rapport 
a  une  variable  arbitraire  qui  n'entre  pas  dans  la  question, 
et  nest  nullement  di^si^nee.  Soit  doiaic  propose  de  trouver 


en  supposant 


Les  limites  J^t  elXf  etant  fixes  ou  variables,  on  a  touJQurs, 
comme  nous  Tavons  demon tre, 


Jx,  Jx, 


et  pour  une  variable  qtielconqu^  t/, 

Gela  pose,  designons  par  L,  M,  N^  P,.  • .  les  dcrivees  par- 
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tielles  de  U  par  rapport  an  quaniites  x,  <2r,  iPx^  d^x^ . . . , 
et  par  L',  IVF,  N',  P, . . .  ses  d^rivces  partieJles  par  rapport 
a  /,  df^  d^J'i  ^y^  •  •  •  ?  o*i  pourra  exprimer  (JU  de  la  ma- 
niere  saiyante : 

^U  =  L  ^jr  +  M  J^/jc-h  N^rf»x-h  P^rf'x -f- . . . 

U  est  inutile  de  faire  remarquer  que  les  diverses  quantites 
L,  M,  • . . ,  L',  M',  ...,06  soot  pas  du  m^me  ordre  infinite- 
simal, et  que  le  second  factear  de  chaque  terme  retablit 
Fhomogeneite.  Int^rant  les  deux  membres  de  cette  ^qua- 

lion,  et  faisant  sortir  du  signe  I  toutes  les  variations  des 

(lifierentielles  au  moyen  de  Tintegration  par  parties,  on 


obtient  la  taleur  suivante 


de  dH  U  : 


(12) 


M 

*x+N 

dix+V 

—  rfl? 

— rfP 

.    ..... 

+  rf'P 

+  M' 

rf/H-N' 

diy-\-V 

—  due 

—  rfP* 

H-d»P' 

d^ix- 


d^^j- 


•0 
..). 


Si  Ton  ayait  dans  U  d'autres  fonctions  que  a:  ec/,  on  ajou- 
terait  des  expressions  semblaUes  a  cbacune  de  celks  qui 
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se  rapportent  k  x  on  y  dans  cette  formule.  On  agirait 
conune  dans  les  cas  precedents  si  U  renfermait  explicite- 
ment  les  valeurs  des  variables  aux  limites. 

Determination  des  fonctions  inconnues. 

271.  La  condition  pour  qu^une  integrate  d^finie  soit 
maximum  consiste  en  ce  que,  quelque  signe  et  quelque 
grandeur  qu'on  suppose  aux  variations  infiniment  petites 
dx^  dy^  ()z,. . .,  la  variation  de  cette  integrate  soit  con- 
stamment  negative  :  la  condition  du  minimum  sera,  au 
contraire,  que  cette  variation  soit  toujours  positive;  et, 
dans  les  deux  cas,  elle  doit  6tre  de  signe  constant.  II  faut 
done  que  la  partie  de  cette  variation  ou  n'entrent  que  les 
premieres  puissances  des  quaniit^s  d  jc,  dy^ . . . ,  soit  nulle, 
et  cette  condition  sera  commune  au  maximum  et  au  mini- 
mum. On  reconnaitra  Tun  de  Fautre  au  signe  de  Tensemble 
des  termes  du  second  degr^,  signe  qui  devra  d'ailleurs  ^tre 
constant. 

Nous  considererons  le  cas  general  ou  Xi,  x%  sont  va- 
riables, et  nous  supposerons  les  derivees  prises  par  rap- 
port a  x^  ce  qui  est  toujours  possible.  Alors  Texpression  de 

la  vai'iation  de  I'integrale  /      Y  dx,  en    se  bomant  aux 

termes  du  premier  ordre  et  en  supposant  que  V  ne  ren- 
ferme  qu  une  seule  fonction  y,  est  donnee  par  la  for- 
mule (10).  II  faut  done  egaler  a  zero  le  second  membre  de 
cette  equation,  pour  avoir  la  condition  necessaire,  tant 
pour  le  maximum  que  pour  le  minimum  de  Tint^grale. 

Mais  la  somme  des  termes  en  dehors  du  signe  i  doil 

^tre  nulle,  et  Tinlegrale  doit  F^tre  aussi  separement;  car, 
sans  cela,  si  Ton  fixait  arbitral rement  les  variations  inde- 
pendantes  relatives  aux  limites,  il  resteraii  encore  sous  ie 
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sigDe  I  la  fonction  arbitraire  co,  et  cette  integrale  definie 

ne  saurait  coDserver  la  m^me  valeur,  quelle  que  fut  cette 
fonctioD*,  le  second  membre  de  Tequation  (lo)  ne  serait 
done  pas  constammeni  nul. 

D'ailleurs  cette  integrale  /     oadxlM — ^ — ^"T^"^**  / 

ue  peut  pas  ^tre  nuUe,  quelle  que  soit  la  fonction  a>,  a 

moins  que  la  quantite  qui  la  multiplie  sous  le  signe   /  ne 

soit  nulle.  En  effet,  «  etant  indetermin^  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  entre  Xi  et  Xf ,  peut  6tre  toujours  pris  de 
m^me  signe  que  le  second  facteur^  tons  les  elements  de 
I'integrale  seraient  done  positifs,  et  leur  somme  ne  pour- 
rait  ^tre  nulle.  II  serait  d^ailleurs  indiflferent  que  w  fut  assu- 
jetti  a  certaines  conditions  pour  les  valeurs  Xi  ou  ari,  parce 
que  deux  elements  n'ont  aucune  influence  sur  une  inte- 
grale. On  doit  done  avoir  I'equation  suivante  : 

(i3)        M h -= -f- .  . .  ± =  o. 

Cette  equation  differentielle  est  generalement  de  I'ordre 
'2  /I,  puisque  V  renferme  j^  ^"\  et  que,  par  consequent,  U 
peut  le  renfermer.  Elle  est  necessaire,  mais  non  suffisante, 

pour  que  I'integrale  i       \  dx  soit  maximum  ou  minimum. 

Elle  renferme  les  quaniites  x,  ^,  j^,  yj'y. . . ,  ^t  fera  con- 
uaitre  y  en  fonction  de  x  et  de  2/*  constantes  arbitraires. 

Considerons  main  ten  ant  les  termes  en  dehors  du  signe  / 

dans  requalioi)  (lo).  Si  les  variations  relatives  aux  deux 
li mites  sont  inde^.endantes  entre  elles,  la  somme  de  ces 
termes  dcvra  ^ire  nulle  pour  rliaque  limite. 
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Si  la  question  etablit  des  relations  entre  les  variation^ 
relatives  a  une  m^me  limite,  on  s'en  sert  pour  eliminer  un 
nombre  egal  de  ces  indeterminees,  puis  on  ^le  a  z^ro  les 
coefficients  de  celles  qui  res  tent  ind^endantes ;  ces  equa- 
tions, jointes  aux  equations  int^grales,  serviront  k  determi- 
ner les  constantes,  ainsi  que  les  valeurs  de  x^y  z,  relatives 
aux  li mites. 

272.  S'il  y  avait  plusieurs  fonctions  j^,  z, . . . ,  on  saivrait 
la  m^me  marche.  LHnt^grale  qui  entre  dans  la  variation 
devrait  encore  ^tre  nuUe,  independamment  des  termes  in- 
tegres.  Elle  renfermerait,  comme  nous  Favons  vu,  plusiears 
fonctions  w,  a>^  .  • ,  dont  les  valeurs  sont 

w  =r  ^/ — j'^J?,|     «'  =  ^2  —  z'^Xj,,., 

€e&  fonctions  arbilraires  seraient  independanies,  piiisque 
dans  chacune  d'elles  il  s'introduit  une  nouvelle  variation 
arbitraire.  II  faudrait  done  que  les  quantites  qui  mulUplient 
chacune  d'elles  fussent  nuUes  s^parement,  ce  qui  donne- 
rait  autant  d'equations  difF(£jrentielle8  simultan^s  qu'il  7  a 
de  fonctions  k  determiner. 
Elles  seraient  de  la  forme 


(i4) 


M'— —    ^'P'     ^'Q' 

dx         dx^        dx^ 


...  =0, 


M',  N', .  •  •  repr^sentant,  par  rapport  a  ^,  ce  que  M,  N,. . . 
representent  par  rapport  ky, 

Les  constantes  se  determiner aient  encore  par  les  condi- 
tions relatives  aux  limites. 

273.  Si  les  fonctions j^,  z  etaient  assujetties  a  salisfaire 
a  une  equation  F  (x,/,  z)  =  o,  les  variations  (Jar,  dy-,  dz 
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saUs&raicBi  a  la  sttivante : 

rfF  ,         dF  ^         d¥  ^ 

[a]  —-dar-h-—- djH-  -— Jz  =0. 

'  dx  dy    '^  dz 

On  pourrait  en  tirer  d-s  ea  fonciion  de  ix^  dj,  et  le  sub- 
stituer  dans  I'eirpression  de  la  variation  de  Tintegrale^  on 
aurait  ainsi  une  fonction  indeterminee  de  moins  sous  Ic 

signe  /,et,  par  suite,  une  Equation  de  moins,  qui  serai t 

remplacee  par  F  (  2:,  jr,  jg^  =  o. 

En  effet,  la  quantite  sous  le  signe  1%  qui  doit  6tre  egalee 

a  zero,  est  de  la  forme 

et  TequatioA  (a)  deviant,  en  rempla^anl  dy  el  3x  par 
leurs  vaieors, 

Le  coefficient  de  Jx  dans  cette  equation  est  nul,  pui^- 
qu'en  ^KfiiSrenfi»it  Feq^ttioii  F  (x,j,  z)  =  o  on  tronve 

dF       dF    ,      dF  _, 

i)  restedonc  seulement 

dF         ,dF 
dy  dz 

Tirantdelao/et  lesubsttiaant  dansTexpn'Ssion  A<o+A^o/, 
qiii  doit  fttre  ^alee  a  zero,  od  obtient 
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et  cette  quantity  devant  6lre  nulle,  quelle  que  soit.la  fonc- 
tion  oDy  on  doit  necessairement  poser 

dF 

dz 
On  aura  ainsi  en  trey  et  z  les  deux  equations 

('^^  ^-^^^^ 

et 

F(jr,jr,«)  =  o, 

d'ou  Ton  pourra  tirer  jr  etz  en  fonction  de  x. 

274.  jiutre  espece  de  condition,  —  Souvent,  au  lieu 
d'assujettir  les  valeurs  de  x^  y^  zh  satisfaire  a  une  equa- 
tion de  forme  determin^e,  on  demande  qu'une  certaine  in- 
tegrate d^finie  conserve  une  valeur  constante  :  on  a  alors 
ce  que  Ton  appelle  un  maximum  ou  un  minimum  relatif. 

Soil  done  I      U^  =  a,  et  proposons-nous  de  trouter 

le  maximum  ou  le  minimum  de  I      Y  dx.  Les  variations 

de  ces  deux  integrates  devront  ^trenuUes;  et,  en  supposant 
d'abord  les  limites  fixes,  on  arrivera  aux  deux  equations 


(«) 


I        uoidx  =  Of  (6)      I        vtadx: 


et  la  seconde  devra  ^tre  satisfaite  quand  on  y  mettra  pour 
CO  une  fonction)  quelconque  satisfaisant  a  la  premiere; 
u  el  u  sont  determines  par  U  et  V  au  moyen  d'une  for- 
mule  demontree  precedemment  ^  et  co  d^signe  encore 
$y  — yd  X.  On  voit  tout  de  suite  que  cette  condition  se- 
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rait  remplie  si  n  et  i^  ne  differaient  que  par  un  facteur  con- 
stant, et  nous  allons  demontrer  que  cela  ne  peut  ^tre  autre-     ' 
menl. 
Posons ,  avec  M.  Cauchy, 


tt6>^^=f    (X)y 


cette  fonction  (f  (jc)  ne  sera  assujettie,  en  vertu  de  I'equa- 
lion  (a),  qu'a  la  condition  (p  (xj)  =  05  on  a  d'ailleurs  ^vi- 
demment  (f  (xi)  =  o,  mais  <f  [x)  est  enti^rement  arbilraire 
entre  Xi  et  Xf.  On  lire  immediatement 

^>'ix) 
^  ^    '  u 

Substituant  cette  valeur  dans  Fequation  (S),  on  obtient 

J^^t  if 
I      —  o'  (x)  dx  =  o. 

Pour  y  introduire,  au  lieu  de  9'  (x) ,  la  fonction  9  (x) 
dont  les   conditions   sont   bien  connues,    integrons    par 

parties;   nous  trouverons,  en  designant  par  {-)  'a  de- 

rivee  de  -» 
u 

Jl  ?  (^)  dx='L^(x)^J^{x)  l^^'dx; 

prenant  Xi  et  x%  pour  limites  des  int^rales,  et  observant 
que  (f(x)  devient  nulle  a  ces  limites,  il  vient 

jr-(i),'(.)^=-jr%(x)(f^)'^, 
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et ,  par  coiis&|ueiit , 


.jf%(x)  (!)'«&  =0. 

Cette  Equation  devant  avoir  lieu  quel  que  soil  f  (x),  on 
en  conclut  necessairement  f  -  |  =  o,  et,  par  suite, 


—  zna,      ou     pmaa- 
u 


a  d^signant  une  constante  inconnue. 

Telle  est  done  I'^quation  difliSrentielle  qui  determinera 
la  fonction  y,  Quand  sa  valeur  sera  trouvfe ,  el  que  les 
constantes  introduites  par  Tint^ration  auront  ^t^  deter- 
minees  par  les  conditions  des  extremites,  on  la  substituera 

dans  Tequation    I       Vdx  =  ay  qui  fera  connattre  la  va- 

leur  dc  la  cons  tan  te  a. 

II  est  facile  de  voir  que  Ton  arriverait  au  m6me  resultat, 

«n  cherchant  le  maximum  absolu  de    /      (V — aCjdlr, 

et  determinant  la  constante  a  comme  nous  I'avons  indi- 
que.  On  retorabe  ainsi  sur  la  regie  donnee  autrefois  par 
Euler. 

Supposons  actuellement  que  les  limites  Xi,  Xt  ne  soient 
pas  fixes;  les  Equations  (a),  (6)  seront  remplac^spar  les 
deux  suivantes  : 


<7) 


h-"^f^  f     ««</^— o,  (a)  Xi-^Xi-^f     ^^*dxs3io 

^  et  X  designant  les  termes  en  dehors  du  signe  /  qui 
deviennent  ^i  et  ^i  a  la  premiere  limite,  et  ^i »  Xi  ^  '^ 
«econde. 
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L^^uation  {d)  devra  6tre  satisfaite  quand  on  mettra 
pour  6)  une  fonction  quelconque  telle,  que  I'equation  (y) 
ait  lieu ,  de  quelque  maniere  que  ce  soit ;  ainsi  6)  n'est 

assujelti  qu'i   la  condition   que     /       ut^dx  soit  ^gal   a 

^i  —  ^9)  et  il  faut  que  T^uation  (d)  ait  lieu  pour  toutes 
lesvaleurs  de  o)  qui  y  satisferont  :  c'est  la  ce  qui  doit  de- 
terminer la  fonction  inconnue  j. 

Posons  encore    /      u(M>dx  =  <f  (a:),  on  aura  (f  (a:, )  =  o, 

et,  en  vertu  de  I'equation  (y), 

if  (^,)  =  >|»,  — .  ^|/,  , 

et  9  (x)  ne  sera  assujetti  h  aucune  autre  condition. 

Reportant  dans  Tequation  (d)  pour  «  sa  valeur  ?-^,  * 
11  vient 


o. 


Pour  introdnire  au  lieu  de  (ff  (x)  la  fonction  tf  {x)  dont  les 
cofiditions  sonl  connues,  int^grons  par  parties;  Tequa- 
tion  prec^dente  deviendra,  en  ay  ant  ^gard  aux  valeurs  de 

?(^i)  et9(j:,), 

etcomme  9  (x)  est  tout  a  fait  arbitraire  entre  x,  et  a:,,  il 
faut  que  cette  demifere  integrale  soit  nulle,  ainsi  que  la 
partie  restante  du  premier  membre.  On  aura  done  encore 


a)=»' 


on     fr^aw. 


«  d^signant  une  constante.  Rempla^ant  (-)    par  a  dans 
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la  premiere  parlie  de  requation  (e),  on  aura 

Les  constantes  inlroduites  par  rinlegration  se  determine- 
ront  par  les  conditions  relatives  aux  extremites,  et  la  con- 

slame  a  par  I'equation  /      Ufl?x  =  a. 

On  voit  encore  qu'on  arriverait  aux  memes  resultats 
en    cherchant  le  maximum  ou   le  minimum   absolu  de 

J  I      (V — aU)  dx^  «  etant  une  constante  indeterminee. 

On  traiterait  d'une  maniere  analogue  le  cas  ou  Foii 
aurait  plusieurs  fonctions  inconnues,  ou  plusieurs  inte- 
grales  definies  ayant  des  valeurs  constantes. 

275.  Considerons  main  tenant  le  cas  ou  I'integrale  est 

de  la  forme    /      U ,  U  ne  renfermant  que  des  differen- 

tielles  prises  par  rapport  k  une  variable  arbitraire.  La 
variation  de  cette  int^grale  est  donnee  alors  par  la  for- 
mule  (la),  et,  par  les  m^mes  raisons  que  dans  le  pre- 
mier cas,  il  faut  egaler  s^parement  a  zero  la  partie  qui 

est  d^gag^e  du  signe    I  et  celle  qui  se  compose  de  toutes 

les  integrales ,  qui  sont  en  nombre  egal  a  celui  des  va- 
riables Xy  y-y  Zy. . . . 

Or  les  fonctions  Sx^  (Jy,  d^, . . . .  sont  compl^tement 
independantes  les  unes  des  autres ;  done  chaque  integrale 
doit  6tre  nuUe  separement,  ce  qui  conduit  aux  equations 
suivantes : 

L   —rfM  -hflPN  — rf^P  -f-...=  o, 

JL'  —  ^M'  +  £^N' —d^P' -+-...  =  0, 

('    ^  |L"  — £fM"-4-^N"-£^P"H-...=:o, 
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On  aura  ainsi  autanc  d*^quations  que  de  variables  x,^, 
Zy  • . .  • ;  et  comme  I'une  d'entre  elles  doit  rester  iiid^ter- 
min^e,  il  est  Evident  qu'une  de  ces  Equations  doit  rentrer 
daos  les  autres.  Nous  nous  bornerons  a  cette  remarque, 
et  nous  ajouterons  qu^on  trouve  ici  un  avantage  que  ne 
pr^entait  pas  le  calcul  du  premier  cas  :  c'est  qu^on  pourra 
choisir  le  systime  d'^quations  le  plus  avantageux,  en 
laissant  de  c6te  T^quation  la  moins  simple.  Quand  on 
aura  trouve  y^  z,. . ,  en  fouclion  de  x,  les  constantes  aHsi- 
traires  introduites  par  Tint^gration  se  d^termineront , 
eomme  dans  le  premier  cas ,  au  moyen  de  Fequation  qui 
se  rapporte  aux  limites. 

276.  L4nt^gration  des  Equations  (i6)  devient  plus  sim- 
ple lorsque  U  ne  contient  pas  or,  ou  Tune  des  autres  fonc- 
tions^  car  alors,  le  premier  terme  de  Tune  de  ces  equations 
^tant  nul,  et  tons  les  autres  des  diff^rentielles  exactes, 
on  aura  imm^diatement  une  integrate  premiere  de  cette 
Equation.  Si  plusieurs  de  ces  variables  jr ,  ^, . . .  manquent 
a  la  fois  dansU,  un  nombre  egal  des  Equations  ^16)  sont 
int^grables. 

277.  Les  equations  (i4)  pr^entent  la  mSme  simplifi- 
cation quand  jr  ou.z  n^entrent  pas  dans  Y ;  mais,  quand 
c'est  X  qui  manque ,  il  faut  faire  quelques  transformations 
pour  obtenir  la  simplification  que  nous  ont  ofTerte  imme- 
diatement  les  equations. 

En  efiet,  en  supposant,  pour  plus  de  simplicity,  qti*il 
n'y  ait  qu'une  seule  fonction  incounue  y^  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  sera 

et  Ton  aura,  en  observant  que  V  ne  renferme  pas  x, 

—  =  My  4-  N/'  -H  Pr*'  H-  Qr''^ H- .  • .  • 
II.  9.5 
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Relranchant  de  cette  equation  la  precedente^  multipliee 
pary,  il  vient 

■+-(«-^'^-*-^'^)-^--- 

Or  il  est  facile  de  voir  que  le  secdnd  membre  de  cette 
Equation  est  une  d^riy^  exacte« 

Pour  cela,  remarquons  gen^ralement  qu'en  designant 
par  u  et  i^  des  fonctions  quelconques  de  Xy  une  expression 
de  la  forme 

est  une  differentielle  exacte  quand  n  est  pair,  et 

en  est  une  lorsque  n  est  impair.  II  en  r^sultera  que  tous 
les  bin6mes  qui  forment  le  second  membre  de  la  derni^re 
Equation  seront  des  d^rivees  exactes,  et  que,  par  conse- 
quent, on  pourra  int^grer  les  deux  membres  de  cette  equa- 
tion; ce  qui  conduira  a  une  equation  d^un  ordre  moins 
elev^. 

Supposons,  par  exemple,  queVne  renferme  que^,y, 
et  y\  La  derniere  equation  devient 


d'ou ,  en  integrant , 


dx 


(6)  v  =  N/+P/'-r'^-hC, 

equation  du  troisi^me  ordre,  tandis  que  Tequation  (a) 
etait  du  quatrieme.  Si ,  en  m^me  temps,  V  ^tait  ind^pen- 
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dant  de  y^  on  aurait  M  =  o*)  requalion*  (a)  serait  inte^ 
grable,  et  donnerait 

dx 

En  eliminant  —  entre  cette  equation  et  la  precedente, 
on  trouverait 

v=p/'  +  c'y4-c, 

C  et  01  d^signant  deux  constantes  arbitraires.  Cette  equa- 
tion n^est  plus  que  du  second  ordre.  Ainsi,  lorsque  Y  ne 
renferme  que  ^,  y,  on  pent  obtenir  une  integrale  se- 
conde  de  T^uation  (a),  et  ramener  le  calcul  k  Fjntdgration 
d'une  liquation  du  deuxi^me  m*dre. 

Si  V  renfermait  une  seconde  fonetion  z  et  ses  deriv^ 
J  et  z" y  on  obtiendrait  de  m^me 

(17)    v  =  N/-4-Pr''-7'^+N'z'-hP'«''-z'^-hC. 

Cos  particulier  oii  ton  ne  considhre  que  les  differentielles 
du  premier  ordre. 

278.  Appliquons  cette  theorie  au  cas  simple  ou  ia  fonc- 
tion  V  renfermerait  trois  variables  a?,  y^  Zj  et  les  premieres 
derives  seulementdejy  et  z. 

L*integrale  proposee  sera 


i".  S'U  n'existe  aucune  equation  generate  pnJre  ar,  y,  «, 

25. 
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on  fera  usage  des  Equations  ( i4))  et  Ten  aura 

(,8)  M--^=o,    M'-  — =  o, 

en  ^upposant  toujours 

55;  =  ^,     5p=N,     -  =  M',     ^,=  N'. 

Ges  deux  ^uations  simultanees,  etant  du  second  ordre, 
donneront  y  el  z  en  fonction  de  x  et  quatre  constaDtes 
arbitraires. 

Si  l^s  deux  Myites  sdnt  iiid^pendantes,  on  aura  pour 
chacti'n6 

(19)         (V  — N/  — N'.»')^^-f-NJ/-f-N'Jz  =  o. 

Si  pour  I'une  d^elle's  il  n'existe  aucune  condition,  ix^  iy^ 
dz  ^tant  ind^pendants,  leurs  coefficients  doivent  klve  nvis 
s^par^ment,  ce  qui  donne  trois  equations  entre  les  vaieurs 
de  x^y^  ^^y^  '^  relatives  a  cettelimite.  Si,  au  contraire,  a 
cett«  m^me  limite,  x,  y^  z  deyaient  satisfaire  a  une  ^ua- 
tion  donn^e  f  (x,  ^^^  z)  =  o,  on  aurait 

fliminant  iz  entre  cette  equation  et  (19),  il  ne  resterait 
plus  que  les  ind^termin^s  dx^  iy  dont  on  ^galerait  s^pa- 
r^ment  les  coefficients  a  zero.  On  aurait  done  encore  trois 
&{uations  entrales  valeurs  de  x^  y^  ^t^ ^  ^'  relatives  i cette 
limite.  On  agirait  de  la  m^me  mani^re  si  Ton  avaituoe 
^seconde  Equation. 

Actuellement  il  est  facile  de  determiner  les  constaotes 
arbitraires  introduites  par  Tintegration  *,  car  les  &piations 
obtenues  entre  a:,  j^  r,  et  ces  quatre  constantes  devant 
Atre  satisfaites  par  Xi,  j^i,  «i,  et  par  Xi,  /«,  Zi,  il  en  resul 
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tera  deux  equations  pour  chaque  limite.  Ainsi,  pour 
chacune  d'elles,  on  aura  cihq  equations  entre  les  valeurs 
de  ar,  y,  i,  qui  s'y  rapportent  et  les  quatre  constantes;  on 
pourra.  done  determiner  ces  constantes  et  les  valeurs  de 
X,  j^,  «,  relatives  aux  limites. 

a^.  Si  les  variables  x^  y^  z  sont  tenues  de  satisfaire  k 
une  equation  F  (j7,  ;^^z)  =  o.  il  faudra  faire  usage  de  la 
formule  (i5),  qui  devient,  dans  ce  cas, 

<»)      (--S)f=('"-f)g- 

i^iminant  z  au  moyen  de  T^quation  F  (x,  j^,  ^)  =  o,  on 
aura  une  Equation  du  second  ordre  entre  x  et  y.  En  Tin-' 
t^grant,  on  connaitra  j^  et,  par  suite,  z^  en  fonction  de  x 
et  de  deux  constantes  arbitraires. 

Les  valeurs  de  Xi,yi,  z^y  j:,,  y^t  ^tt  se  determineront 
comme  dans  le  cas  precedent,  en  observant  qu'elles  doivent 
satisfaire  a  F^quation  F  (x,  j-,  z)  =  o.  On  aura  alors 
quatre  Equations  pour  chaque  limite*  Les  deux  constantes 
arbitraires  se  deduiront  de  ces  Equations,  ainsi  que  les 
valeurs  de  x^y^  z  relatives  aux  limites. 


SpO  LIVRE    IV. 

CHAPITRE  XXV. 

APPLICATION    A    QUELQUES    PROBLl^MES    PARTICULIERS. 


279.  Ligne  de  longueur  minimum.  —  Gonsid^rons 
d'abord  le  cas  oii  Ton  ne  donne  pas  de  condition  g^nerale 
entre  les  coordonnees  x,  y^  z  des  divers  points  de  cette 
ligne,  c*est-a-dire  on  elle  n'est  pas  assujettie  k  se  trouver 
sur  une  surface  donn^e. 

L'int^grale  qui  doit  ^tre  minimum  est 

on  a  done 


Les  ^uations  ( i8)  deviennent 


rfN' 

N  et  N'  sont  done 
Soient 

on  en  d^uit 

conitants, 

et,  par  suite, 

y 

eta' 

r  = 

=  Cx  +  d, 

8  =€'«  +  «/. 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  conditions  relatives  aux  ex- 
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tr^mit^s,  on  trouve,  comme  on  devait  s'y  attendre,  les 
equations  d'une  ligne  droite. 

L'equation  (19),  qui  doit  avoir  lieu  pour  chaque  extre*- 
mil^,  devient 

I  ^ir-+-7'^j-f-«'^2=  o, 
(a)  <  ou 

[  dx^x-\-  dy^y  -\-  dz^zz=i  o. 

Or  il  y  a  trois  cas  a  examiner  pour  chaque  exlremite. 
1®.  Si  Textr^mit^  (Ji^u  Jn  «i )  est  fixe,  on  a 

BXi  =r  o,     ^/i  =  0,      5z,  =  o  ; 

ses  coordonn^es  Xx^  /^  z^  sont  donnees,  et  les  constantes 
C,  C,  d^  d!  devront  satisfaire  aux  deux  conditions 

^,  =  Car,  +  rf,     Zyz=  C'x,  H- ^. 
a^.  Si  cette  extr^mite  satisfait  a  une  equation 

F(a?,  r,  2)  =  Q, 

on  aur^ 

EHminant  0  z^  entre  Tequalion  (19)  et  celle-ci,  puis  ega- 
Unt  a  zero  les  coefficients  de  Sx^  et  Jj^i,  on  obtient 

dY        ,dF         ,d¥        ,dF        „  ^  dF         ,dV 
dz  dx  dz  dy  dy  dx 

ou 

—  =  C'—       —  —  C  — 
dz  dx        dy  ^ 

^ualions  dans  lesquelles  x,  /,  z  sont  remplaces  par  x^^ 
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Cesdeux  equations  seront  join  tea  a  F  ( jc^i,  ^1,  ^1)=  o, 
et  aux  deux  suivantes  : 

On  aura  ainsi  cinq  equations  en tre  Xty  ^1,  Zi  et  les 
quatre  constantes. 

3^.  Si  Ton  donnait  deux  Equations  en  tre  0:1,^1,  Zi,  on 
arriverait  de  m^me  a  cinq  ^nations  entre  elles  et  les 
constantes. 

Ainsi,  pour  chaque  extr^mite,  soh  libre,  soit  assujettie 
a  une  ou  deux  coaditions,  on  trouve  toujours  deux  ^na- 
tions entre  les  constantes,  ou  directement,  ou  par  F^limi- 
nationde  a?|,  ji^  z^.  Done  les  quatre  constantes  pourront 
toujours  ^tre  delermin^es  par  les  conditions,  relatives  aux 
deux  limites. 

280.  L'equation  (a)  renferme  une  propri^t^  g^m^- 
trJque  remarquable  de  la  ligne  minimum.  En  effet,  elle 
exprime  que  la  direction  qui  fait,  ayec  ies  axes,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  proportionnels  a  dx,  dy^  dz,  est  per- 
pendiculaire  a  celle  dont  les  cosinus  sont  proportionnels 
a  dx^  dfy  dz,  D^ou  il  r^sulle  que  la  tangente  k  la  ligne 
cherch^e,  menee  par  Tune  quelconque  de  ses  extr^mit^s, 
est  perpendiculaire  k  toutes  les  directions  suivant  lesquelles 
cette  extremite  peut  se  mouvoir.  Elle  est  done  normal^  h 
la  courbe  ou  a  la  surface  sur  laquelle  doit  rester  cette 
extremite,  si  ellen'est  pas  fixe  de  position.  * 

281 .  Supposons  maintenant  que  la  ligne  chercliee  ^nl 
assujettie  k  se  troiiyer  sur  une  surface  donn^,  ayant  pour 
Equation 

F(ar,/,«)  =  o; 
i^I  faudra,  da^s  ce  cas^  salisfair^  a  Tequation  (20),  qui  sf 
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reduit  a 

dz  dx  ^^  dy   dx  dz     '  ds        dy    '  ds 

Gette  Equation  de  second  ordre ,  jointe  a  ia  precedente , 
donnera  y  et  z  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes 
arbitral  res. 

L'^uation  (19)  aura  Heu  pour  chaque  limite,  et  demon- 
tre  encore  que,  si  elles  ne  sont  pas  fixes,  la  courbe  cher- 
chee  est  perpendiculaire  aux  courbes  suivant  lesqiAelles, 
elles  peuvent  se  mouyoir  sui:  la  surface  donn^^.  Dans  Tun 
et  I'autre  cas,.  les  constantes  se  d^termment  par  les  inoyeQa 
deja  indiques. 

000    Tw         •       dTd^f      dF  dH  J.  . 
ZoZ.  L  equation  -r-  -Vr  =  t-  tt  lait  connaitre  une  pro- 
^  dz  ds^        dy  ds^  ^ 

pri^te  remarquable  de   la  li^ne   minimunat.  En   effet,  I^ 

droite  qui  joint  un  quelconque  de  ses  points  au  centre  de 

courbure  fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

proportionnels  a  -t—j  — tt'  -rr;  et  les  cosinus  relatifs  4  la 

*^     '^  ds*     ds^     ds^ 

normale  a  la  surface  sont  proportionnels  ^  -j-i  —  ?  — • 
Or  I'^quation  precedente  donne 

w 


d^y 
ds^ 
dF  "" 

dH 
ds' 
dF 

«r 

dz 

et  il  est  facile  de  voir  que  ces  rapports  sont  aussi  egaux  9 
d^x 

^jY '?  ^*T  '^  symetrie  des  donnecs  relativenp^.ent  a  x,  y,  z 
'dx' 
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montre  qu'en  dirigeant  autrement  le  calcul,  on  aurait 
trouv^  ce  dernier  rapport  ^gal  a  Tun  des  deux  autres. 

Cest ,  au  reste ,  ce  qu'on  peut  facilement  verifier. 

En  effet,  les  equations  (b)  donnent 

fi^y       dH        £^r^       dH  dz       d^x 
ds"  _^  ds*  _^  ds^  'ds'^  ds*  ds  _  ds* 

dy  dz  djr    ds        dz    ds^        dx 

comme  nous  Tavions  annonce  \  la  direction  de  la  normaie 
a  la  surface  se  confond  done  avec  celle  de  la  droite  menee 
du  m^me  point  au  centre  de  courbure  de  la  ligne  mini- 
mum. En  d' autres  termes,  le  plan  oscuiateur  de  cette 
cotu'be  est  constamment  normal  a  la  surface. 

283.  Aire  de  rei^olution  minimum.  —  Proposons-nous 
de  trouver  la  courbe  plane  passant  par  deux  points  donnes, 
et  qui  engendre  une  aire  minimum ,  en  tournant  autour 
d'un  axe  AX  situ^  dans  son  plan. 

L'int^grale  I      j  ^dx^  +  dy*  devra  4tre  minimum  5  el  z 

n'entrant  pas  sous  le  signe   I  ,  il  est  convenable  d'appliquer 

les  ^nations  (16)  ou  (i7)«  En  prenant  les  premieres,  et 
observant  que  L ,  N,  P, ...  sont  nuls,  on  trouvera,  en 
designant  par  c  une  constante  arbitraire^ 

ydx 
M  =  c ,     oil      .  =  c ; 


d'ou  I'on  tire 


''="{'^%)'.  '-^' 
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et,  en  iiit<%rant , 


c 
d'oii 


'  =  I.(-"-^^).     r+v(P^  =  ce''". 


&{uation  d'une  chainette  dont  les  branches  infinies  s'^1^- 
vent  au-dessus*  de  Taxe  des  x,  la  direction  de  la  pesanteur 
etant  suppos^e  perpendieulaire  a  cet  axe. 

Les  constantes  c,  c^  se  determineront  en  exprimant  que 
Tdquation  est  satisfaite  par  les  coordonn^es  des  points 
donnas.  Si  Ton  consid^re  le  cas  le  plus  simple,  ou  les  or- 
donn^s  de  ces  points  sont  ^gales,  la  courbe  sera  symetri- 
que  par  rapport  a  la  perpendieulaire  a  Taxe,  men^e  a 
egale  distance  de  ces  deux  points ,  et  que  nous  prendrons 
pour  axe  des  y.  Soient  a  et  — a  leurs  abscisses  respectives, 
et  h  leur  ordonnee  \  on  aura  d'abord  Ct  =  o  pour  que  I'^qua* 
tion  ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par  — x\  pui^ 


-if*-''^- 


ce  qui  determine  c. 

S.  19  a  ha       \  (e"-}-e~"),  et  Ton  con-i 

1 1  on  pose  -  =  I/,  on  a  —  =  -  ^  ' ' 

^        c  ^  d         1 

naitra  u  par  I'intersection  de  la  droite  y==  —  et  de  la 
chainette  j^  s=  -  (e^-f-e""");  la  valeur  de  c  s'ensuivra. 

284.  II  n'est  pas  toujours  possible  de  satisfaire  a  Tequa- 
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tion 

a  u 

En  effet,  le  second  membre  est  infini  pour  uc=o  et 

u  ==  Qo  *,  dans  Fintervalle,  il  reste  fini  et  positif  :  il  a  done 

.         .  26      . 
un  minimum ,  et  le  probl^me  serait  impossible  si  —  ^tait 

moindre.   Chercbons  done  la  valeur  ,de  —  relative  i  ce 

a 

minimum  :  il  y  aura  une  seule  solution  si  Ton  donne  — 

egal  a  cette  valeur^  deux,  s'il  est  plus  grand  ^  et  aucune, 
s'il  est  plus  petit. 

La  valeur  de  u  relative  a  ce  minimum  satisfait  a 


Si  Ton  eliminait  u  entre  cette  equation  et  la  precedente,  on 
aurait  I'equation  qui  doit  determiner  la  plus  petite  valeur 

que  -  puisse  avoir  pour  que  le  probleme  soit  possiUe. 

Si  Ton  observe  qu'on  a  identiquement 

(^  -^  e-^Y  =  (<?"  +  ^^)'  —  4» 
la  derni&re  equation  pent  se  mettre  sous  la  forme 

d'ou  resulte 


^  =  \/*-^-4. 


et,  par  suite, 


a* 


iNlf^GRAirioir  DEs  Equations  diff^bentielles.     igj 
Or 


2b 

a 


d'oik 


Si  Ton  neglige  7  dans  le  second  membre,  il  deviant  trop 
petit  \  ainsi  oti  a 


?>. 


fl  I .3.3      I . . .5 

La  reciproque  de  cette  valeur  est  done  plus  grande  que 

7;  et  si  on  la  substituc  dans  le  second  membre,  il  devient 
0 

trop  graiid  el  donne  un«  limite  superieure  de  —  II  en  r^- 

sulte  une  valeur  trop  grande  pour^^  et,  en  continuant 
ainsi  \  Ton  aura  une  serie  de  valeurs  alternativement  plus 
grandes  et  plus  petites  que -9  et  qui  s'en  rapprocheront 
ind^finiment.  On  trouvera  ainsi 

-  =  1,19967- 

II  faut  done  que   le  rapport  -  soit   au  moins  ^gal  k 

1,19967  pour  qu^il  y  ait  une  courbe  qui  engendre  une 
aire  minimum ;  et  I'on  concevra  la  possibilite  qu'il  n'en 
existe  pas ,  si  Ton  observe  que ,  lorsque  la  courbe  coupera 
Taxe,  les  ordonnees  deviendront  negatives,  et  i'integrale 
d^roitra  indi^finiment. 
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Si  Ton  a  -  ]>  1 ,  19967,  on  a  deux  solutions  *,  mais  elles 

ne  peuvent  donner  deux  minima,  car  il  devrait  y  avoir 
un  maximum  in  termed!  aire,  ce  qui  exigerait  tiois  sola* 
tions.  Elles  ne  peuvent  non  plus  donner  deux  maxima; 
elles  donnent  done  un  maximum  et  un  minimum.  L'int^* 
grale  diminuant  jusqu'a  Tinfini  negatif,  on  voit  que  le 
maximum  correspondra  k  la  chainette  qui  aura  son  som- 
met  le  plus  bas  ^  et  le  minimum  k  celle  dont  le  sommet 
sera  le  plus  ^leve.  Cette  derniere  correspond  a  la  plus 
grande  des  deux  valcurs  de  c,  puisque  Fequation  de  la 
courbe  est 


=  l(-'+-  ')' 


et  qu'eii  faisant  j:  =  o,  on   trouve  c  pour  ordonnee  du 
sommet. 

285.  Maximum  de  Vaire  des  courbes  isopirimiires.  — 
Supposons  que  les  extremites  de  la  courbe  soient  donn^, 
ct  aient  pour  coordonnees  Xx^  yi,  el  j:,,  y^i  Tintegrale 

qu'il  faut  rendre  maximum  est  1     ydx^  et  Ton  doit  avoir, 
en  designant  par  /  la  longueur  donnee  de  la  courbe^ 


On  posera,  d^apres  U  r^gle  du  maximum  relatif, 

1    *^[(r^-«\/"^Tp)^]=o; 

X  n'eulrant  pas  sous  le  signe  I  ,  on  appliquera  I'^qua- 
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lion  (17),  et  Ton  irouvera 


V  '  H-  r  ' 


ou 


d'ou 


et  enfin 


(j— c)VT+7»-f-a  =  o; 


dx^=z 


_       {X''c)dy 


c  et  d  designant  deux  constantes  arbitraires.  La  courbe  est 
done  un  arc  de  cercle  \  et  il  reste  a  trouver  les  constantes 
a^c^  c'.  On  exprimera  d'abord  qu'il  passe  par  les  deux 
points  extremes  donnas  M,  N  [fig.  9)^  ce  qui  donnera 

d^OU 

^»— arj— IXC  («.  — x,)-f-r!— rj— 2c(7.— 7,)  =  o^ 

equation  qui  exprime  que  le  centre  se  trouve  sur  la  perpen- 
diculaire  elev^e  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
extr^mites. 

Soil  d  la  longueur  donnee  de  cette  droite, 

d  =1  7,aL  sin  —  ? 

equation  qui  determine  a*,  c  et  c'  s'ensuivront ,  et  Ion 
trouver  a  deux  cercles  dont  les  centres  O,  O'  seront  sjm^ 
triques  par  rapport  a  la  corde  donnee.  L'un  se  rapportera 
au  maximum,  lautre  au  minimum  :  car  les  deux  aires  sont 
respectivement  egales  au  trapeze  MPQN,  augment^  ou 
diminrue  de  la  m^me  quantite  MRN;  done,  si  I'une  est 
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maxianim,  I'autre  est  minimum.  On  en  tonclut  entore 
que  cette  surface  MRN  est  maximum;  et  si  la  question  a 
pour  objet  I'aire  comprise  entre  la  qbrde  donnee  et  Fare, 
elle  u'est  susceptible  que  d'un  maximum,  et  il  est  deter- 
mine par  Tare  de  cercle  dont  la  corde  et  la  longueur  sent 
connues. 

Si  la  grandeur  de  Fare  et  la  direction  des  axes  etaient 
telles^  que  le  segment  MRN  ftit  coupe  par  les  ordonnees 
extremes ,  cette  derniere  proposition  n'en  serait  pas  fnoins 
vraie  :  car,  si  Ton  suppose  la  courbe  determiu^e,  on  peut 
y  tracer  d'une  infinite  de  mani^res  une  corde  telle  que, 
pour  un  systeme  d'axes  convenable,  on  rentre  dans  lecas 
pr^edent.  Or,  Taire  totale  ^tant  maximum,  ce  segment 
le  sera  de  ra^rae  en  laissant  son  p^rimitre  constant ;  done 
il  est  termioe  .par  un  arc  de  cercle :  ce  qui  «e  saurait  ^tre 
pour  toutes  les  cordes  qu'on  peut  ainsi  concevoir,  si  la 
courbe  enti^re  n^est  pas  un  arc  de  cercle.  Si  les  deux  points 
M  et  N  se  confondent,  on  a  le  cas  d'une  courbe  fermee,  el 
Ton  voit  qu'elle  doit  former  un  cercle  en  tier. 

286.  Maximum  de  la  surface  engendree  par  la  rei^olu- 
tion  de  cburbes  isopenmiires,  —  II  faut,  dans  ce  cas,  que 

/       ydx /i-i-y*  soit  maximum ,  en  m&me  . temps  que 

J  I        dx^i  -hy**  =  /;  on  devra  done  poser 

Le  calcul  sera  le  m^me  que  dans  le  cas  deja  fraite^  ou 


t)U 
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i'on  ne  donne  pas  la  longueur  de  la  courbe.  Seulement 
y-hctesl  substitue  hy.  On  trouvera  done 


X-hci 


=1^— -4-r— ). 


La  courbe  est  encore  une  chainette.  Les  trois  constantes, 
(X,  c,  Ci,  se  determineront  en  cxprimant  que  la  courbe 
passe  par  les 'deux  points  donnas,  et  que  sa  longueur  est  /. 

287.  On  d^montre  en  statique  que  la  chainette  est,  de 
toutes  les  courbes  isoperimetres,  celle  dont  le  centre  de 
gVavite  est  le  plus  bas  possible.  En  admettant  cctte  pro- 
priete,  on  aurail  pu  conclure  que  la  courbe  qui  engendre 
Taire  minimum  est  une  chainette  dont  la  convexite  est 
tournee  vers  I'axe,  et  que  celle  qui  engendre  Taire  maxi- 
mum est  celle  qu'on  obtiendrait  en  supposant  Faction  de 
la  pesanteur  dirigee  en  sens  contraire. 

288.  Solide  minimum  engendr^  par  la  rei^olution  de 
courbes  isoperimetres.  —  Soit  /  la  longueur  d'une  courbe 
qui  passe  par  deux  points  donnas,  et  tourne  autour  d'un 
axe  situ^  dans  son  plan  \  le  solide  engendre  aura  pour  ex- 
pression /  Tiy'rfx.  Ainsi  /  y'^a:devra6tre  minimum, 
avec  la  condition 


On  devra  done  poser 


I" 


et  la  condition  du  minimum  sera,  en  appliquant  la  for- 
II.  26 
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mule  (17), 


ou 


d'ou  Ton  lire 


Cette  equation  est  celle  de  la  courbe  nominee  Slastique, 
qui  represente  la  figure  d'un  ressort  en  equUibre  sous  Tac- 
tion de  cerlaines  forces.  On  ne  pent  I'lnt^grer  que  par 
serie.  Les  deux  constantes  a  et  c,  ainsi  que  celle  qu^ntro* 
duirait  rintegration,  se  determineraient  en  exprimani  que 
la  courbe  passe  par  les  deux  points  donnes,  et  que  sa  lon- 
gueur est  /. 

289.  Brachistochrone,  —  On  nomme  ainsi  la  courbe 
que  doit  suivre  un  corps  pesant,  pour  descendre  d'un  point 
a  un  autre  dans  le  moindre  temps  possible.  En  designant 
par  g  la  pesanteur,  on  a 


(^y= 


^g(^i—^)f 


en  d&ignant  par  x  les  ordonn^es  comptees  vertical^ment, 
en  sens  inverse  de  la  pesanteur,  et  par  Xi  celle  du  point  le 
plus  eleve.  On  tire  de  la 

I         ds 

et,  pour  satisfaire  a  la  condition  donn^e,  il  faudra  que 
Tintegrale    (      -;==  soit  minimum,  ou  que   Tintegrale 
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negative  I       <^  i/ —^3 soil    maximum  5  ce  qui 

donne  d'abord  les  equations 
dy 


d'oA 


Cette  Equation  montre  que  la  courbe  est  comprise  dans 
un  plan  vertical.  Prenons  ce  plan  pour  plan  des  a:  et  y  ^  il 
est  connu,  puisqu  il  renferme  les  deut  points  ddnnes.  On 
a  alors  z  =  o,  et  il  ne  reste  que  TeqUation 


ijx^  —  jcfis 


—  —  tf,      ddu     dyz-^ 


Si  Ton  change  Xx  —  x  en  jc,  cette  Equation  devient 


dy:=s:dx 


\lt' 


ce  qui  s'int^grera  facilement. 

Cette  courbe  est  une  cycloide  dont  nous  aUons  tecoii- 
naitre  la  position. 

B  et  C  {^fig- 10)  etant  les  deux  points  donnas,  la  trans- 
formation que  nous  avons  faite  revient  a  prendre  rorigine 
en  B,  et  I'axe  des  x  dans  la  direction  de  la  pesanteur.  Dans 
ce  systime  d'axes,  une  cyeloi'de  dont  la  base  serait  BY  et 
Torigine  en  B,  aurait  pour  Equation  difii^rentielle 


dyz=idx 


v/j^ 


X 


a  ^tant  le  rayon  du  cercle  generateur« 

a6 


4o4  LIVRE    IV. 

La  couil>e  cherchee  est  done  une  cycloi'de  dont  la  base 
est  BY,  le  diamitre  du  cercle  g^nerateur  -9  et  doDt  Tune 

des  extremites  de  la  base  est  B. 

La  constante  c  se  determinera  en  exprimant  que  Tequa- 
tion  finie  de  la  cycloi'de  est  satisfaite  par  les  coordonnees 
du  point  C. 

290.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  ex- 
tremes, au  lieu  d'etre  fixes,  soient  assujettis  a  se  trouyer 
sur  des  courbes  donn^es.  On  parviendrait,  comme  dans  le 

premier  cas,  a  Tequation  y  =  -7  2  -f-  c",  qui  prouve  que  la 

courbe  est  encore  situee  dans  un  plan  vertical.  Ce  plan  est 
inconnu,  mais  Inequation  de  la  courbe,  rapport^e  k  des 
axes  pris  dans  ce  plan,  n'en  aurait  pas  moins  la  forme  deja 
trouvee;  d'ou  I'on  conclut  que  cette  courbe  est  une  cycloide 
dont  la  base  est  horizontale  et  dont  Torigine  est  au  point 
de  depart.  Tout  se  reduit  a  trouver  les  coordonnees  des 
deux  points  extremes  et  le  rayon  du  cercle  g^n^rateur.  Les 
deux  limites  ^tant  ind^pendantes  Tune  de  I'autre,  on  devra 
avoir,  pour  la  premiere,  Tequation 

(a)\  j  *^d:r~(V-Nr'  — NVjUx,  — N^r.  — N'*x.=b. 
Dans  le  cas  actuel,  on  a 


y       df|  —  X 


N  = 


V^ar.  —  xv^lH- /»  +  «'» 
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. ds 

dW  _  —  ^sJ  I  ^y^  H-  a'' 3x 

L'equation  (a)  deviendra  done 

—  cSfi  —  c^Szi  ) 

L'int^gration  par  parties  donne 

n  faut,  dans  eette  dernlere  q^a^tit^,  substituer  a  x.  sucees- 
sivement  x^  et  Xy^  et  retrancher  le  seeond  r^sultat  du 
premier.    Pour    ^viter    la   difficult^    relative   au   facteur 

[xi  — 'x)  %  qui  devient  infini^  nous  prendrons  d^abord 
une  limite  diiSi^rente  de  x^,  et  nous  opererons  les  reduc- 
tions \  puis  nous  passerons  a  la  limite  x^ .  Les  trois  termes 
V  —  cjr'  —  d  z\  relatifs  a  eette  limite  qui  tend  vers  Xi,  se- 
ront  detruits  identiquement,  et  il  restera  enfin  I'^uation 

(ft)  (—  V  -+-  cf  -H  c'  z'\  ^x,—e$x,  —  c'^3,  =o. 

pn  substituant  les  valeurs  de  V,  c,  c',  on  trouve 


-  V  -h  cy  -\-c'z*=  "_ 
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.et  1' equation  (b)  devient 

dXi  9jfft  -h-  ifyi  if^  -h'  rf«2  ^»i  =  o. 

Elle  exprime  que  le  dernier  element  de  la  courbe  cher- 
chee  est  perpendicidaire  h  la  direction  de  la  tangente  a 
la  premiere  courbe  donnee,  au  point  de  depart. 
L'^quation  relative  a  la  seconde  linixite  est 

ou 

ce  qui  montre  que  le  dernier  element  de  la  cycloide  est 
perpendiculaire  h  la  tangente  h  la  seconde  courbe  don- 
necj^  au  point  d'arrii^e. 

Ces  diverses  conditions  d^terminent  la  cycloide  dont 
le  premier  element  est  toujours  vertical,  et  la  base  ho- 
rizontale. 

Si  les  deux  courbes  ^taient  dans  un  m^me  plan  vertical, 
les  propri^t^s  que  nous  venons  de  d^montrer  prouveraient 
que  les  tangentes  aux  courbes  donnees,  aux  points  de  d^« 
part  et  d'arrivee,  sont  paralliles  entre  elles. 
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CHAPITRE  XXVI. 

CALCUL   DES   DIFF15RENCES   FINIES. 


291.  On  appelle  difference  d'une  variable,  raccroisse- 
ment  fini  qu'elle  re^oit.  Les  differences  des  fonclions  sent 
d^terminees  par  celles  des  variables  dont  elles  dependent ; 
on  les  designe  toutes  indistinctement  par  la  caracleris- 
tique  A, 

La  difference  enlre  les  deux  valeurs  que  prend  une  fonc- 
tion  quand  la  variable  dont  elle  depend  prend  deux  valeurs 
successives,  se  nomme  la  difference  premiere  de  cette  fonc- 
tion.  Cette  difference  est,  en  general,  une  fonction  de  la 
m6me  variable ;  et  sa  difference  premi^&re,  correspondante 
a  un  nouvel  accroissement  egal  de  cette  variable,  se  nomme 
la  difference  seconde  de  la  fonction.  La  difference  de  la 
difference  seconde  est  la  difft^rence  iroisiSme  de  la  fonc- 
tion 5  et  ainsi  de  suite.  Si  Ton  designe  par  u  cette  fonction, 
ses  differences  successives  sont  representees  par 

292.  Supposons  generalement  que  la  difference  Ax  soit 
une  fonction  determinee  f{oc)^  et  soient 

J?,       X{y       Xj,       X^y ,  ,  ,  y       Xin^ij       Xfny       elC.j 

les  valeurs  successives  qui  en  resultent  poui*  la  variable  .r; 
de  telle  sorte  que  Ton  ait 

equations  ([ui  pourront  encore  s'^crire  de  la  maniere  suit 
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vante  : 

X|       =  jc  -f-  Ax, 

x^      =r  X  -I-   Ax   H-  AX|y 

X3      =  X  -h   AX -f-  AXi  -h  Axj, 

Xa,_i=    X    -h    Ax    -f-    Ax,    •+•...     -I-    AXai_,, 

Xa,^   =  X  -f-  Ax  4-   Axi  4-    . . .  -4-  Axm__,. 

Toutes  ces  expressions  peuyent  Aire  considerees  conime 
dependant  uniquement  de  la  premiere  valeur  aibitrairex; 
car  ^x  ^lant  une  fonction  de  x,  Xx  ou  x  +  Ax  Test  de 
m^me.  Axi  o\\f[xx)  est  done  aussi  fonction  de  x  seule-  I 

ment,  et  par  suite  aussi  X9,  qui  est  ^gal  a  j?  +  Ax  +  Axf. 
De  m^me,  Axs  ouy'(X))  sera  fonction  de  x  seulement,  el  | 

par  suite  aussi  x^ ;  et  ainsi  des  autres  indefiniment. 

U  est  encore  utile  d'observer  que  chacune  de  ces  valeurs 
successives  pent  se  former  de  la  precedente,  en  y  changeant 
X  en  X  -h  Ax.  En  effet,  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  jus- 
qu'a  x«_i  inclusivement,  et  cbangeons  x  en  X4-  Ax  dans 
x„,_i  :  son  premier  lerme  x  devient  xH-  Ax  5  son  second 
terme  Ax  devient  Ax^^  son  troisiime  AX|  devient  Axs, 
et  enfin  son  dernier  devient  Ax,„_4  5  par  consequent,  x„_, 
se  trouvera  change  en  x«.  La  proposition  est  done  generale, 
puisqu'elle  est  vraie  pour  Xi.  Si  maintenant  on  consi- 
dire  une  fonction  quelconque  u^^(f[x)^  et  que  Ton  de- 
sigue  par 

U^       Uiy       Uiy       U^y  ,  .  »  y        tfm— 1  J        ^m >  •  •  •  > 

l^s  valeurs  correspondantes  a  x,  X|,  • . . ,  x^ti  chacune  de 
ces  valeurs  successives  de  u  pourra  ^tre  consideree  comme 
fonction  de  x  seulement,  et  se  deduira  de  la  precedente 
en  y  changeant  x  en  x  -I-  Ax^  car,  puisque  Ton  a  genera- 
lement 

lU-i  ==  <p  (-Vw-i) ,      Urn  =  y  (orj , 
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et  que  x„  ne  depend  que  de  x^  et  s'oblient  en  changeant 
X  en  X  4-  A  a:  dans  x,„.i,  u,^  sera  aussi  foncdon  de  x  seul, 
et  se  deduira  evidemmeni  de  i/^^,  par  ce  m^me  change- 
ment. 

293.  D'apres  la  definition  que  nous  avons  donnee  des 
difierences  successives,  la  seconde  difference  A'w  sera  I'ae- 
croisi^emeut  que  prendra  Au  quand  on  y  changera  x  en 
x-t-  ^X]  la  troisieme  difference  A'l/  sera  Taccroissement 
de  A'li  resultant  du  m^me  accroissement  Ax  que  Ton  y 
fera  subir  a  x^  et  ainsi  de  suite. 

De  m^me,  Au^  ^tant  I'accroissement  de  Ui  relatif  a  Tac- 
croissemont  Ax^  donu^  ^^19  A^u^  sera  Taccroissement  de 
Aui  quand  on  y  fera  croitre  Xi  de  Ax^  5  et  de  m^me  pour 
les  differences  suivantes.  On  voit  done  que  les  differences 
success! ves  de  ,Ux  seront  les  m^mes  fonctions  de  Xi  que 
celles  de  u  le  sont  de  X]  et  il  en  sera  de  ra6me  pour  les  dif- 
ferences de  zit ,  Us  9  •  •  •  9  ^m  9  etc.  II  resulte  de  la  que  toutes 
les  differences  de  i/,„  s'obtiendraient  en  changeant  x,„^i  en 
x,n  dans  les  differences  correspondantes  de  w,„_j ;  et,  comme 
on  a  vu  que  ce  changement  s'opere  en  substituant  x-^Ax 
a  X  lorsque  Ton  considere  x,„_i  comme  exprime  en  fonc- 
lion  de  a:,  il  s'ensuit  que  les  differences  d'un  m6me  ordre 
quelconque  des  quantites 

sededuisent  chacune  de  la  precedente,  en  y  changeant  j; 
en  x  +  Ax,  On  observera  encore  que,  pour  obtenir  A"up^ 
r'esl-a-dire  I'accroissement  de  A""'*!/^,  dans  lequel  on  change 
Xp  en  Xp-i-Xp^  il  suffit  de  prendre  Taccroissement  que 
prend  A"""*  Up  considere  comme  fonction  de  x,  dans  lequel 
on  changera  x  en  x  -h  Ax. 

Ces  proprietes  appartienueut  a ux  differences  successi ves 
(le  X,  comme  a  cellus  de  la  fonction  quelconque  u. 
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294.  II  est  facile  d'exprimer  la  difference  A"*  u  au  moyen 
des  m  + 1  valeurs  «,  Ui,  u, » .  •  • ,  u^. 
En  effet,  on  a  d'abord 

Pour  obtenir  ^'u,  il  faut,  dans  Texpression  de  An,  chan- 
ger x  en  or-h  A  j:,  et  en  prendre  raccfoissement  resultant. 
Cette  substitution  changeant  respectivement  i/i  et  «  en  », 
et  «i,  on  trouvera 

De  m^me  A'li  sera  raccroissement  de  Texpression  de  A*«, 
dans  laquelleon  changera  or  en  .r  4-  Aor,  et  Fon  aura 

A^  tt  =  «3  —  3 i^s  -H  3  tf|  —  u. 

On  voit  jusqu*ici  que  les  indices  de  u  d^croissent  d'une 
unit^,  depuis  I'ordre  de  la  difference  jusqu'a  z^ro-,  que  les 
coefficients  sont  alternativement  positifs  et  n^gatifs,  et  sent 
egaux  a  ceux  de  la  puissance  de  m^me  ordre  d'un  bin6me. 
Or,  la  maniire  dont  on  passe  d'une  difference  a  la  suivante 
prouve  que  cette  loi  est  g^nerale. 

En  effet,  si  Ton  a 

A"a  =  a,  —  A, «„_,  +  A,«„_,  — . .  , 

-J-  Aplin^p  —  A^^i  Ua—p^i  -f-  .  .  •  > 

la  difference  suivante   sera 

A«-+-'a  =  w^^,  — A,  I  «„H- A,  I  ««-.,  —  .  .  .  — A;,+,  I  a«-^+  .- 
-  M       +A.  1  —  A^      1 

La  loi  des  indices  de  u  est  done  la  raeme  pour  cette  dif- 
fi^rence,  et  les  coefficients  se  forment  de  ceux  de  la  prece- 
dente,  en  ajoutant,  eii  valeur  £(bsolue,  chacun  d'eux  h  celui 
qui  le  precede  :  done,  si,  pour  une  difference,  ces  coefli- 
cients  sont  ceux  dc  la  puissance  du  m^mc  ordre  d'un  bi- 
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Dime,  lei  que  a  —  6,  ils  serouL  souinis  a  la  mtoie  loi  pour 
la  diffefepce  suiTanle.  Done  cette  loi  est  generale^  puis* 
qu'elle  a  ete  reconnue  pour  la  seconde  difference. 
On  a  done,  quel  que  soil  m, 


(«) 


m(m  —  i)  _, 

ATu  =  ir,  —  m«i»_,  -| ^ ■'  «««,  — , .  .dt  «: 

1.2 


le  dernier  terme  sera  positif  si  m  est  pair>  et  n^atif  dans 
le  cas  contraire. 

295.  Reciproqnement,  on  peut  exprimer  u^  au  moycu 
de  u  et  des  m  differences  Au,  A*ii, . . . ,  A"* it.  En  effct^ 
on  a 

et  comme  on  a,  en  general, 

on  voit  que,  si  Ton  a 


on  aura 

a„  =  «-f.Ai 
-+-  I 


Atf-f- A, 

-HA, 


A^// 


-A„ 


A^-^"  «  4- . .  . 


Done,  si  les  coefficients  des  termes  de  w„_i  sont  ceux  du 
developpenaent  de  (« -h  6)""*,  les  coefficients  des  tcrmcs 
de  Un  aeront  ceux  de  (a  H-  6)"  :  quant  aux  indices  des  diffe- 
rences, ils  croitront  de  mSme  depuis  o  jusqu'a  n.  Or 
ces  lois  ont  lieu  pour  w,,  dent  elles  sont  generales,  el 
Ton  a 


I  .2 


■A'"u. 


I/apalogie  enlrc  Ics  seconds  mcmbres  des  rqualions  (i) 
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et  (2),  et  le  developpement  de  la  puissance  m  d'un  bi- 
n6me^  permet  de  les  remplacer  par  les  ^uatioDS  symbo- 
liques  tres^simples 

A'"tt  =  (a  —  i)"*,     Ma,  =  (i -f- Aa)^, 

dans  lesquelles  il  faut  entendre  que  les  exposants  des  puis- 
sances de  u  et  A  li  sont  remplac^s  par  des  indices. 

296.  Differentiation  des  fonctions.  —  La  difference 
premiere  d'une  fonction  u  ==  F  [x)  est  F  { a: + A  jc?)  — F  (x). 
Voyons  ce  que  deviennent  celte  difference  etcelle  des  ordres 
suivants,  quand  on  prend  pour  F  [x)  les  fonctions  simples 
x^^  a',  log  x,  sin  ax,  cos  ax,  et  que  Ton  suppose  Ax 
constant. 

Soit d'abord  u  =  Ao^^m  ^tant  positif,  on  aura 


ka  =  A 


m(m  —  i) 


La  premiere  difference  d^un  mon6me  est  done  d'un 
degre  moindre  d'une  unit^^  et  il  en  est  de  m^me  d'un 
polyn6me  quelconque,  puisque  la  difference  d'une  somme 
est  la  somme  des  differences. 

II  resulte  de  la  que  la  difference  m'*"**  d'un  polyn6me 
entier  du  degr^  m  est  ind^pendante  de  x.  Soit,  par 
exemple, 

pour  la  trouver,  il  suffira,  dans  chaque  difference  succes- 
sive, de  consid^rer  le  terme  du  degr^  le  plus  ^lev^  :  car  les 
termes  fournis  par  les  autres  disparaitront,  au  plus  tard,  a 
la  derniere  differentiation;  done  ils  ne  cbangeront  en  rien 
le  resultat.  II  n'est  done  n^essaire  de  calculer  que  la  diffe- 
rence /Ti"""  de  Ax'". 

Sa  premiere  difference  a,  pour  premier  terme, 

A  /Naf^*^x^ 
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et  nous  n^gligerons  tous  les  suivants  dont  le  degre  est 
moindre.  La  difference  de  ce  premier  ierme,  dans  lequel 
nous  supposons  Ax  constant,  a,  pour  premier  terme, 

Am  [m  —  i)af^-'^^x^y 

et  nous  n^gligerons  encore  les  suivants. 
En  continuant  ainsi,  Ton  arrive  evidemmenta 

A'"a  =  A»i(/ii  —  l)  ('W — 2) . . .  2.  lAa:^. 

La  difference  m**'"'  etant  constante,  quel  que  soit  x,  les 
differences  d^ordres  plus  ^lev^s  sont  nuUes. 

297.  Si  Ton  considire  le  produit  de  n  facteurs,  crois- 
sant par  degr^s  egaux  a  Ax, 

//=  (x-h  Aar)  (jr-4-  2  Aar). .  .[jr-f-(/i  —  i)Ajr], 

on  trouvera  imm^iatement 

Aa=(a:-H  Ax)  (x-h  2  A*). . .  [x  -H  (/i —  1)  AxJ/iAj: 
A'a=(x  -f-2Ax)  ...  [.r-H(/i — i)  A.r]/i(/i  —  i)A2r', 

A»a=(/i —  i).. .  2. 1  Ax». 

Toutes  les  differences  suivantes  sont  nuUes. 
Si  Ton  avait 

I 
X  (x-f-Aa:). .  .[j?-4-(/i  —  i)  Ax] 
on  trouverait 

— /I  Ax 

^11  S2;  9 

X  (x  -i- Ax).  .  .(x-4-/iAx) 
/I  f/i-4-i)  Ax' 


A»a  = 


x{x-hAx).  .  .[x-h(/i  4-1)  Ax] 
—  /I  (/I -hi)  (/i-f-2)Ax* 


x(x-l-Ax).  .  .[x-f-(/i  4-2)  Ax] 
et  ainsi  de  suite  indefiniment. 
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298.  La  formate  generate  ( i )  devient,  dam  le  cas  d« 
wl^a  =  (x-HiwAx)"  —  /ii[.r-f-  (/w— i)  A  J?]" 

Si  m  =  n,  le  seoood  membre est  ^gal  a  i«i«3 nAx", 

quel  que  soil  x.  Si,  dans  ce  cas,  on  fait  x  =  o,  on  obtient, 
quel  que  soil  le  nombre  en  tier  /i, 

Si  Ton  a  m'^riy  A"*u  est  nul,  et  Ton  a,  eu  faisant  a:  =  o, 

m(m  —  1 ) .  . 

iw"  — iii(m  — i)"H i ^(m  — a)»-i--.  .qi«x=o. 

Ces  deux  formules  remarquables  sont  utiles  dans  la  theo- 
rlc  des  nombres. 

299.  Soit  maintenant     . 

If  =  fl*, 
on  aura 

done 

A>a  =  fl'(£r^— i)% 


300.  Soit 


on  aura 

A 


a  =  log  ( j:  +  A  jr)  —  log  x  =  log  li  H j  • 
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301.  Soil 

a=  sin  [ax  -+-  ^), 
on  trouvera 

Att  =  sm(flx-+-flAj:-f-  b) — sin  [ax-{-b) 

=  2  sio sin  I  ax  H — ■. !-  ^  |  • 

a      \        2        ; 

Si  u  =  cos  [ax  4-  i),  on  aura 

Aii=:  cos(flx-+-  fl  Ax  -4-  ^)  — cos  («rx-f-^) 


a  AwT 
=  —  a  sin sin 

2 


.     /            a^x        ,\ 
sin  I  aa:  H -f-  6  j  • 

Au  moyen  de  ces  deux  formules,  on  obliendra 

a  dkX 
A»sin(flx-|-  6)  =  —  4  **"* sin(flrjr  +  aAx  +  &)> 

et,  eng^Sn^ral, 

(flA.r\" 
sin I      sin  {<fa:H-  ;zaAx4-  A), 

A*'+'sin{a«-f-^)  =  ±a*"+*  (  sin^i— ^  |        cos  I  ^rjc-H  («-+-- JflAJ?-^-^>l• 
les  signes  superieurs  devant  fttre  pris  lorsque  n  est  pair,  et 
les  signes  inferieurs  quand  n  est  impair. 
On  ferait  un  calcul  seinblable  pour  cos  ax. 

302.  La  difference  m**'"'  A"*  a  peul  s'exprimer  g^nerale^ 
ment  au  moyen  des  derivees  de  i/.  On  pent  aussi  la  repre- 
senter  par  une  formule  symbolique  tr&s-simple. 

On  a  d'abord 

du  fPu  Ax' 

Ai£=--  Ax  -h  •— h.  .  .  . 

ax  ax*  I  .  2 

Si  Ton  change  u  en  An,  on  aura  A*ii,  et  il  est  facile  de 
voir  qu'aucun  lerme  ne  renfermera  une  derivfe  d'ordre 
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inferieur  au  second.  En  continuant  ainsi,  on  reconnait  que 
A"*  u  sera  de  la  forme  suivante  : 

ies  coefficients  A,  Ai, . . .  etant  ind^endanis  de  la  forme 
de  la  fonction  u. 

Pour  les  determiner,  posons  w  =  e*,  T^quation  devien- 
dra,  en  supprimant  le  facteur  6', 

et,  comme  Ao:  est  indetermin^,  les  coefficients  des  m^mes 
puissances  devront  ^tre  egaux  dans  les  deux  membres^  on 
connaitra  done  A,  Ai » . . . . 

La  valeur  de  A"*  u  peut  se  representer  par  une  formula 
symbolique,  en  observant  que  le  second  membre  de  la 
derniere  ^nation  se  changerait  dans  la  valeur  de  A"*ii  si 

Ton  substituait  — Ax  a  Ax,  et  que,  dans  les  puissances 

de  —7  Texposant  du  ntimerateur  fut  change  en  indice  de 
differentiation.  On  aura  done,  dans  cesens, 


i  ^^'    V 


On  remarquera  aussi  que  si  A*^!/  doit^tre  nulle,  quels 
que  soient  x  et  Ax,  il  faut  que  les  coeflicients  de  toutes 

les  puissances  de  Ax  soient  nuls;  ce  qui  exige  — —  ==  o, 

——-z=z  o,  etc.,  quel  que  soit  x :  done  u  est  necessairement 
une  fonction  entiire  du  degr^  m  —  i . 

303.  Lorsqu'on  sait  trouver  la  difference  dedeuxfonc- 
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dons ,  il  est  facile  de  trouver  celle  de  leur  produit ,  ou  de 
leur  quotient,  au  moyen  des  formules 

A  («i^)  =  pAu-f-uAp  +  AicAp, 

p         p(pH-  Ap) 

Si  Ton  consid^rait  les  produits  de  plus  de  deux  facteurs,  la 
formule  se  compliquerait  rapidement.  Dans  le  cas  ou  ils 
seraient  ^gaux,  on  trouverait  immMiatement 

y     %  n  (n  —  i) 

A(ig»)  =  *ii»-'A«-+-— ^ ^ir"-*Aii«-4.,..-*-Aii". 

^      '  1.2 


II.  27 
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CHAPITRE   XXVII. 

G ALGOL  INVERSE  DES  DIFFERENCES. 


304.  L^objet  qu'on  se  propose  dans  ce  calcul  est  de  re- 
monter  de  la  difference  <FuDe  fbactioii.  k  cette  fimction 
m&me;  ou,  plus  generalement,  de  determiner  une  fonction 
quand  on  connait  une  relation  entre  elle,  ses  differences 
'd'ordre  quelconque  et  la  variable  independante.' 

La  difference  d'une  quantite  independante  de  la  variable 
etant  zero,  il  s'ensuit  que,  lorsqu'on  aura  trouve  une  fonc- 
tion d'apres  une  difference  donnee,  on  pourra  lui  aj  outer 
une  constante  arbitraire,  et  Ton  aura  une  solution  plus  * 
generale  de  la  question.  Mais  ce  ne  serai t  pas  la  plus  gene- 
rale,  comme  dans  le  calcul  infinitesimal;  et,  pour  Tobte- 
nir,  il  faudrait  ajouter  a  la  fonction  trouvee  la  fonction  la 
plus  generale  ayant  pour  difference  zero. 

Or,  si  Ton  donne  k  x  Taccroissement  Ax,  toute  fonction 
periodique  de  x  ayant  Ax  pour  periode  prendra  un  ac- . 
croissement  nul,  a  partir  d'une  valeur  quelconque  dex; 
et,  reciproquement,  il  n'y  a  qu'uiie  pareille  fonction  qui  | 

soit  dans  ce  cas  pour  toute  valeur  de  x.  On  voit  done  que,  | 

lorsqu'on  donne  I'expression  de  la  difference  d'une  fonc-  | 

tion  de  x,  relative  a  la  difference  Ax  de  cette  variable,  il 
suffira  de  connaltre  une  fonction  particuliire  qui  satisfasse 
a  la  question  ;  et  Ton  obtiendra  la  solution  la  plus  generale 
en  lui  ajoutant  une  fonction  periodique  arbitraire,  ayant 
pour  periode  la  difference  donnee  Ax. 

On  sail  que  toute  fonction  periodique  peut  etre  rfepre- 


uiT^GRATioiv  PES  £qvatioks  diffi&aentielles.  /^ig 
senuie  par  ime  9^ie  convcrgmte^  ddtnt  le  termie  da  rang 
/I  -(- 1  a  la  forme 


A^  810  — J- -♦- Bn  cos  — r-- , 

i^tant  la  grandeur  de  la  periode.  On  voit  done  que,  dan« 
le  problime  inverse  des differences,  la  constante  arbitraire 
«era  remplae^e  par  une  s^rie  dom  le  prtmler  tetme  sera 
coDSjbmt^  et  Id  leme  de  rang  n  4*- 1  ^ 

^     .    2nnx       ^          2«7rar 
Jk^^ta^-i — --hB«co&— 

Cest  la  ce  que  nous  d^igiierons,  pour  abreger,  sous  la  de- 
nomination de  constante  arbitraire. 

Si  cette  quantite  devait  6tre  constante  quel  que  fut  Ax, 
alors  r^tendue  de  la  periode  ^tant  nulle ,  on  aurait  une 
quantity  absoiument  independante  de  x. 

Nous  repr^senterons  par  Zu  la  fonction  g^nerale  dopt  la 
difift^renee  premiere  est  u.^  par  S*i<,  celle  dont  la  difference 
seconde  est  u ,  et  ainsi  de  suite. 

30K.  Si  I'on  conrid&Pe  une  valeur  quelconque  jr^  de  la 
variable  et  tine  autre  valeur  x  telle  que  a:„  =  x-hnJlx, 
n  itanl  un  nombre  entier  quelconque»  il  est  facile  d'expri- 
mer  Taccroissement  que  prend  la  fonction  F  (x)  dont  la 
difference  est  u,  lorsque  la  variable  passe  de  X  k  x^]  car 
il  est  la  a^iame  des  aecroksements  correspocidiiiifs  aux  va- 
leurs  X,  a:  H-  Ax, . . . ,  x  4-  («  —  i  J  Ax,  et  sa  valeui'  est , 
par  cons^uent , 

i«  •+-  «,  4-  a,  -+- .  . .  -h  Ut^i ; 
on  a  done 

F  (J?„)  =  F  (a:)  -h  «  -h  «.  -H .  .  .  -h  ««_,. 

La  fonction  F  (x),  dont  la  difference  est  u ,  pent  Aire  con- 
sider^e  coin  me  renfermant  une  constante   arbitraire^   ou 

^7- 
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plut6tcomme(£tantelIe-m^meiUne  constante  arbitraire,si 
1'on  pariicularise  la  valeur  x. 

Si  on  la  designepar  C,  et  qu'on  repr^sente  par  £u„  la 
fonction  la  plus  geaerale  qui  a  pour  difference  u„^  on  aura 
la  formule  suivante  : 

(i)  2a„  =  C-i-w-i-a,  -|-«,  +  ...-f-  w«-i. 

306.  II  est  n^cessaire  d'observer  que  la  fonction  p^« 
riodique  qui  entre  dans  G  devra  £tre  trait^  comme  une 
quantity  ind^pendante  de  x,  dans  les  integrations.  En 
effet,  supposons  qu'on  cherche  la  fonction  la  plus  gene- 
rale  dont  la  difference  soil  la  fonction  f ,  dont  la  periode 
est  Ax.. Si  I'on  considire  une  valeur  quelconque  de  x,  et 
toutes  celles  qui  en  different  d'un  multiple  quelconque 
de  AXy  l6s  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  cher- 
ch^e  seront  les  memes  que  si  (f  ^tait  remplacee  par  une 
constante  egale  a  sa  valeut*  relative  a  la  premiere  valeur  de 
X,  Done  9  en  traitant  <f  x^omme  on  traiterait  une  quantity 
independante  de  x,  on  aura  la  fonction  dont  la  diff(£rence 
est  ^. 

On  pent  d'ailleurs  le  verifier  bien  facilement.  En  effet, 

la  fonction  dont  la  difference  est  une  quantit^  a,  ind^pen- 

ox 

dante  de  x,  est h  C,  C  designant  une  constante  arbi- 

Ax 

traire  dans  le  sens  d^ja  d^fini. 

Or  la  difference  de  ^^  est  9:  done  5L 1-  C  sera  la  fonc- 

Ax         * '  Ax 

tion  la  plus  g^n^rale  ay  ant  pour  diff(£rence  9^  et,  comme 

elle  ne  diff&re  de  la  prec^dente  que  par  le  changement  de  a 

en  f ,  il  s'ensuit  que  ces  fbnctions  p^riodiques  doivent  6tre 

iraitees  dans  les  integrations  comme  les  constantes  propre- 

tnent  dites. 
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Integration  des  fonctions. 

307.  Nous  commencerons  par  faire  observer  que  t6ut 
facteur  constant  peut  ^ire  place  indifTi^remment  sous  le 
signe  2,  ou  eu  dehors;  et  que  Tintegrale  S  d'une  somme 
est  la  somme  des  int^grales  des  parties  qui  la  com- 
posent. 

Cherchons  d'abord  Fintrfgraledex'",  c^«t-a-dire  la  fonc- 
tion  qui  croU  de  x^  quand  on  y  donne  k  x  raccroissemen^ 
Ax,  et  que^nous  d^signons  par  ^x^]  pour  cela,  remar- 
quons  que  I'on  a 

pre^ons  maintenant  Tint^girale  de  (:haque  membre,  et 
(^oi^siid^rons  la  const^qte  arbi^rairecomme  renferm^edaps 
les  sommes  indiquees  ]  nous  obtiendrons 

^  '  1.2 

(m-f-i)/w('w — i) 

I  .  2* ^ 

d'ou 

Jjj"  =  . 2.r"-* 

,  (/wh-i)ax        I. a 

(2)      < 

' ^ 2x*-'  — .. 2i. 

1,2.0  /li  -+- 1 

Si  Ton  donne  successivement  a  m  les  valeurs  o,  1,2,  etc., 
on    obtient ,  en   d^signant   par    C    une    constante  arbi- 
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traire, 

M^  •T*  I 

^«?     7  **  I     ,        Ax 

(3)       2^=3A^-a^+-6"+^' 


OAj:        2  3  3o 


Connaissant  Sx*",  on  pourra  determiner  2'a:^  en  cher- 
cliant ,  d'apris  les  formules  prec^dentes ,  I'int^grale  de  cha- 
cune  des  parties  de  Zo:^,  en  ajoutant  ensuite  une  constante 
arbitraii^.  On  trouvera  ainsi  E'a:*,  2*a:~,  etc.,  tx  k 
cbaqne  integration  il  s'intrcxluira  une  nouvelie  constante 
arbitraire. 

308.  Nous  avons  obtenu  precedemment  la  formule 

A  [a?  (x  -I-  tkx) ...  (dp  -f-  /I  Ax)  ] 

=  (x-h  Ax) {jr -Ha Ax). .  .(x  -H  wAx)  {/i  -f-i)  Ax; 
done 

\^  (x-f-  Ax)  (x-f-  2 Ax).  .  .(x  -+-»Ax) 

t 

■x(x-|- Ax).  .  ,(x-f- jfAx)  -f-C. 


\n  H-  \)  Ax 

Nous  avons  encore  trouv^ 

—  («-H)Ax 


I  X  [x  -f-  Ajt)  .  .    (j;  4-  /I  a  Jr)  J  ~     x  (.t 


H-Ax).  .  .[xH^(«+l)Ax] 
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done 

y I 

Jb^x  {x^  ^x)  .  , .  [a:  -h  (/I  +  I )  Ax] 

^ ZZl i-C. 

(/I  +  i)  Ad;»a:  (j7-t- Aor). .  .  (.r+ /I  Aj?) 

309.  Determiaons  maintejiant  Sa'.  Nous  ayons  vu  que 
I'on  avail 

Aa*=fl'(a^'— i); 


on  aura  donc^  en  integrant  les  deux  membres,  puis  Jivi- 
sant  par  a^' —  i , 

et,  par  suite, 

S"""*C  se  determinera  par  le  moyen  des  equallons  (3)  >  cii 
cherchaQtsuccessiveraentS'C,  S*C,  etc. 

3^0.  Nous  avons  trouv^ 

A  sm  (ax  -f-  6)  =  2  sm  — —  cos  I  ax -f-  ■ +  ^  J  ^ 

/           fv                .    flAx   .    /            fiAx        A 
A  cos  (ax  -H  6)  =  —  2  sin sin  I  flx  -h ^"  ^  r 

Ao: 

Int^rant  les  deux  membresi  et  rempla^dnt  x-\ par  Xy 

on  obtient 

V»in  (<?«-+-  *)  = T —  cos  («a?H-* )  -f-C, 

2  an •  ^  ^ 

2 

2!cos  (ax-^  b)  r-z T"'^*"  (  ^-^^"^ ~)  ^"  ^* 


2  sin 
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311.    Dev^eloppements  de  Vintegrale  Z  en  series.  — 
Nous  avons  trouve  pr^cedemment  la  formule 

ii,=:tt  +  /lAilH i  A'«4-.  .  .  . 

I. a 

Si  I'on  suppose  que  la  valeur  u  corresponde  a  x  =  o,  et 
que  ii„  corresponde  a  x;  =  nAx,  et  soil  ddsign^  par  u,,  on 
aura 


X 

I  .2.3 

Soient 


I. a 


Aor  I. a 


OD  aura 

-g   /_f \ 

V^  _         a:  Ao?  VAar  / 

formule  qui  donne  I'int^grale  de  i^  au  moyen  des  valeurs 
de  (^  et  de  ses  differences  relatives  j^  a:  =  o,  et  de  la  con- 
stante  arbitraire  G  qui  est  la  valeur  que  doit  avoir  Z^  pour 
a:  =  o. 

Si  les  diffiSrences  deviennent  nuUes^  a  partir  d'un  cer- 
tain ordre,  la  s^rie  est  compost  d^un  nombre  fini  de 
termes. 

Si  Ton  demandait  Fintigrale  seconde  d'une  fonction,  on 
connaitrait  la  di£G$rence  seconde  de  Tintegrale.^  Ainsi^  dans 
le  developpement  de  u^,^  on  connaitrait  A*ii,'A'ii,  etc.,  et 
Ton  pourrait  prendre  arbitrairement  u  et  An. 

Posant 

A' a,  =  1',      tt«  =  VPf     A*a  =  p,  , 
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on  aurait 


X 


1.2 


C  et  C  ^tant  deux  constantes  arbitraires.  On  ddtermi- 
nerait  aiosi  une  somme  d'un  ordre  quelconque,  au  moyen 
de  la  fonction  donnde  ^  et  de  ses  difTi^rences,  dans  lesquelles 
on  ferait  0:==  o.  II  est  facile  de  voir  que  Ton  pourrait  partir 
de  toute  autre  valeur  particuliiredex. 

312.  On  pent  encore  exprimer  Tintegrale  Su  au  moyen 
de  Tiut^ale  /  udxy  et  des  fonctions  ii,  ^»  -j-^^  etc.. 
En  effet,  le  th^oreme  de  Taylor  donne 

du  d*u^x*        d^u    A-tr* 

dx  dx*  I  .a        dx*  1,2.3       *  '  *  * 

d^ou 

Si  Ton  prend  toutes  les  sommes  nulles  pour  x  =  Xq  ,  et 
qu*on  designe  par  i/o  la  valeur  de  u  correspqndante  a  Xq  , 
on  aura 

d'ou  Ton  tire 

yri  du tt -— 1^0         ^x  yi^d^u  Ax'     '^d^u 

^dx"      Ax  7T2  2^'dx'^        1.2.3  ^dlx^       

udx  et  par~» 
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djc* 


•-r-jj  etc,  on  obtient 


2£^  —  j_  ^  _  ^  vf!lf5 ^**  ^^*« 
dx^          Ax  dx          1.2^^^         I.2,3^^P*"~" 


les  termes  en  dehors  des  sigoes  S  devant  6lre  pris  cntie  les 
mfimes  limites  Xo ,  x. 

Reportant   dans    la   valeur  de   2ii    celles    de  ^3- 


dx' 


xd'u 


y^TT^  etc.,  on  obtient  une  Equation  de  la  forme 


^"      A^l 


udx ^4-AAx—  +BAa?»-p--i-.... 

2  d[r  </tt^ 


On  d^terminera  les  coefficienis  A,  B,  etc,  en  posant 
II  =  e*  et  Xo  =  —  00  ,  ce  qui  donne  I'identit^ 

■—^ =  (-5 ^i -hAAx-i-BAjf'H-./.  V 

Le  developpement  du  premier  membre  fera  connaitre 
immediatement  les  coefficients  A ,  6,  C...  Or  il  est  facile 
de  demontrer  que  tons  ceux  qui  multiplient  les  puissances 
paires  de  Jlx  sont  nuls.  Pour  [cela,  nous  ferons  passer  le 

terme  — <  -  dan«  le  premier  membre ;  il  suffira  alorsde  faire 

voir  que  I'expression  r^sultantc  jouit  de  la  propriete  de 
changer  de  signe  sans  changer  de  valeur  lorsque  Ton  y 
change  Axon  —  Axj  ou,  en  d'autres  termes,  que  Ton  a 
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ideiuiquement 

-Ax 


II  lie" 


ce  qui  se  verifie  imofiediatemeiit* 
On  ftdoQc 

B=o,    D  =  o,    F  =  o....  ^ 

On  trouvera  ensuite 

A  =  — - 1     C  = '—  ■— *  9  ••  •  • » 

12  720 

«t,ptr|5oite, 


--r^-(s)>- 


(0 

\  jp         A  jj^ 

Le9  coefficients  niim^riqatt  qfu  multiplienl  *—  9  ■  ^  .  ^ 

— =— 7— =-?»  etc.,  se  nomment  les  nombms  de  BernouJUU 
2.3.4«5-o 

Les  valeurs  sont 

®'=g'    ®'=2^'    "^'^^^    ^^h'    B«  =  e6"''''- 

La  formule  de  61^.1  est  assez  compliquee. 

En  faisant  usage  de  ces  nombres,  la  formule  (1)  devient 

f      r*     ,         « — «o      ^   Aa?  Vda        ldu\  "I 
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Sommation  des  series. 

313.  Si  Ton  consid^re  la  isuite  des  valears  que  prend  une 
fonctiou  u  de  x,  lorsque  x  crolt  par  degr^s  ^gaux,  depuis 
une  certaine  valeur  jusqu'a  une  autre,  on  aura  une  s^rie 
dant  la  difference  sera  la  fonction  u,  dans  laquelle  on  don- 
nera  a  a?  sa  derniere  valeur  augment^e  de  Ax. 

En  effet,  posons 

le  premier  terme  u  correspondant  a  x  =  o. 

Si  Ton  augmente  x  de  Ax,  n  augmente  de  i,  et  la  serie 
augmente  de  1/;^.! ;  elle  est  done  renferm^  dans  Texpression 
g^neralede2i/„+i ,  et  Ton  a 

la  constante  arbitraire  devant  £tre  d^terminee  par  la  condi- 
tion que  les  deux  membres  soient  ^gaux  pour  une  certaine 
valeur  de  n 

Si  Ton  suppose  les  accroissements  de  la  variable  egaux  a 
Tunit^,  ce  qu'on  pent  toujours  faire  par  un  changement  de 
variable^  on  aura 

Appliqnons  cette  formule  k  la  recherche  de  la  somme  de 
quelques  suites. 

314.  Supposons  d^abord  Mx=  J^"?  c'est-a-dire  cherchons 
la  somme  des  puissances  m  des  nombres  en  tiers,  depuis  o 
jusqu'a  x^  on  trouvera,  en  faisant  usage  de  la  formule  que 
nous  avons  donnee  pour  Zx"*,  et  observant  que  la  constante 
doit  y  6lre  supposee  nuHe, 

1  I  xlx-hi) 

2  2  I  .2 
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Sx>  =  I  4-44-9..  .  -f-ar^rrr^jr^H-  ia:'»-f-^ar 

_  jr(j?-f-i)(aj:  +  i) 
^  I. a. 3  ' 

Sa:»==  iH- 8  4- 27  4- ...  +  «»  =  T^*  ■4--*' 4- T«'  =  ^^-^^^ 

S«<  =  14-164- 81 4-...  4-«*  =  4^*-f--J:*  +  4«^*  — ~^, 

0  2  o  00 

1  '         I  5  I 

Sx*  =  i4-32  4-243-4-...  4-dP*  =  ^«*-h-A*H J?' x». 

^  6  2  12  12 

315.  Nous  avons  trouv^  prec^demment 

=:(jr4-Ax)(j:4-2Aj:)  . .  .[«  4- («  — i)Ax]/iAj:. 
Done,  en  ehangeant  ti  en  n  4-i, 

V(j?-|-Ax)  (j:4-2Aa:)...(.r4-»Aa:) 

=  7 rr -''^(^"'"^*)•••(^-*-''^'^)-^-^• 
Si  Ton  considire  de  mftme  la  formule  deja  trouv^ 

^  1 (/I  —  l)^x 

X  (jc4-Aar)  ...[j:-H(/f— 2j  Aa:]  "^  jr(a:4-Ad:)#..[j:4-(«— i)Ax]' 

on  aura,  en  integrant, 

V^ ! 

^a?(a:4-Ax). .  .[x4-(« — iJAjt] 


(/I  — I J  Ax   jr(a:4-Ax). .  .[x4- («  —  2)  Ax] 


4-c. 


D'apres  cela,  il  est  facile  de  soramer  les  suites  dont  les 
ternies  gen^raux  sont  les  expressions  que  nous  venons  d'in- 
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t^grer,  et  Ton  obtient  les  formules  soiyantes  : 

S(af-»-i){.r-f.2)  ...(xH./i)  =  2{a:-i-2)(x4-3)  ...  (x-^n-j'i)^c 

=  j3^  (.r4-i)(:r-f-a). .  .(a:^-/i4-i), 

(4;-hi)(x-h2j...(x-h/i)~^    <a:-f-2)(x-+-3J  . . .  (ar4-«-f-i)  "*"* 
I I       I  

en  supposanl  qne  le  premier  terme  de  chacune  de  ces  deux 
suites  corresponde  a  x  =  o. 

316.  Passons  aax  foACiioos.U'aiisceadaiUes^  etoherckons 
d'abordSa'. 

Nous  avons  irouve 

a* 

et  Ton  doit  avoir 

done 


Sa*  =  . 


Si  le  premier  terme  de  la  suite  correspond  a  a:  =^  o,  on  de- 
vra  avoir  . 

3>1 7  •  D^terrafnons  encore  S  sin  (ax + J) ,  S  cos  (ax  4-  &) . 
On  a 

Ssin(flir4-^)  =  2sin  (flx-f-«A  j:-4- ft)  -|-c 

*  2sm ^  ' 

2 

= —  sift  (  «  -I h  ^  )-!-«• 

2$m ;-  ^ 

.2 
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Si  les  series  doivent  commencer  a  a:  =  o,  on   trouvera, 
pour  la  premiere, 

(          aAx\ 
h I 
^. 


asm 


ety  pour  la  seconde, 


SID 


.     flA.r 
«Sltl— ' — 
2 


et,  par  sulie, 

(^^~ -^  J  -  cos  ^  aa:  +  -^-+- ^  j 


cos 
Ssin(«:c-f-^)  = 


ism 

2 


sm 

Scos{<ij:+^)  = 


.      /flx4-flAa:\    .     Lax       ,  \ 

aAx 
Sin 

2 

.     /             «Aj:        ,\          .     /,         a^x\ 
in  •  «a?  -h h  ^  1  —  sm  f  6 I 

.    a  ^x 
2  Sin 

2 


fiin> — — 

2 
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CHAPITRE  XXVIII. 

FORMULES    d'iNTERPOLATION. 


318.  Lorsque  Ton  connait  un  certain  nombre  de  valeurs 
d'une  fonction,  correspondantes  a  des  valeurs  donn^es  de 
la  variable  x,  et  que  Ton  veut  determiner  celles  qui  se 
rapportent  a  des  valeurs  interm&iiaires  de  x^  Fop^ration 
qui  y  conduit  se  nomme  interpolation.  L'objet  qu'on  se 
propose,  en  g^n^ral,  dans  cette  recherche,  n'est  pas  d'avoir 
des  valeurs  exacles,  mais  d'oblenir  le  plus  simplement 
possible  des  valeurs  qui  aient  un  degr^  suffisant  d' approxi- 
mation. 

Dans  le  n?  311  nous  avons  trouv^  la  formule 


X 


fe-) 


(0 


X  Ax. 

u.  =rfi  -H  ^  A  le  -I-  ^ A'  u 

A«  1.2 

Ai  \A^"~"  7   \Ax~"  7  ^,      . 


1.2.3 


ud^signe  la  valeur  de  la  fonction^  pour  x=o\  et  les  va- 
leurs de  X  croissentpar  inter valles  constants  ^gaux  a  Ax. 
Cette  serie  se  termine  a  A"  u  si  la  diflKrence  de  Tordre  n  est 
cons  tan  te. 

Or,  si  Ton  donne  les  valeurs  m,  Mi,  m,,...,  tin,  et,  par 
suite,  Uy  All,  A*K,...,  A"ii,  on  pourra  se  proposer  de  trou- 
ver  la  fonction  i/,  par  la  condition  de  reproduire  les  va- 
leurs particuliires  u,  "iv)  "«?  lorsqu'on  donnera  a  x  les 
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valeurs  o,Ax,...,  n  Ax,  et,  de  plus,  d'avoir  sa  difference 
,jii««  constante,  ce  qui  simpHfiera  la  formule. 

Ainsi  la  formule  (i),  arrkee  a  A"i/,  donnera  pour  u^  une 
fonction  du  degr^  m  en  j:,  qui  satisfera  aux  conditions  de- 
mand^es.  Et,  si  on  la  considere  comme  exacte,  elle  fera 
connaitre  les  valeurs  de  u^^  correspondantes  a  une  valeur 
arbitraire  de  x.  Mais  il  est  convenable  dene  I'employerque 
pour  des  valeurs  comprises  entre  o  et  /lAx,  a  moins  que 
Ton  ne  sache  que  les  differences  des  ordres  superieurs  a  n 
pen  vent  ^tre  negligees  sans  erreur  sensible. 

Si  la  premiere  valeur  u  de  la  fonction  correspondait  a 
a?  =  Xo  et  non  a  x  =  o,  la  formule  (i)  ne  subsisterait  plus, 
et  Ton  devrait  y  remplacer  x  par  x  —  Xo. 

319.  Lorsque  Ton  connait  u,  Au,...,  A^^ii,  et  que  A"u 
est  coDStante,  on  formera  chacune  des  diverses  valeurs  de 
A"~^ii  en  ajoutant  A'^u  k  la  precedenle.  On  obtiendra  de 
m^me  chacune  des  valeurs  de  A"~~*  u  en  ajoutant  a  la  pr^- 
cedente  sa  difference,  et  ainsI  de  suite,  jusqu'aux  diverses 
valeurs  de  u,  depuis  la  premiere  jusqu'a  Finfini. 

Ce  proced^  est  employe  pour  la  formation  des  Tables, 
soit  d'apres  un  certain  nombre  de  termes  connus  entre  les- 
quels  on  veut  en  placer  d^autres,  soit  d'apres  une  equation 
exacte,  mais  d'une  application  pen  commode. 

320.  Quelque  rapprocbes  que  soient  les  termes  consecu— 
tifs  d'une  Table,  on  a  souvent  besoin  d^en  considerer  d'in- 
termMiaires,  et  Ton  pent,  la  plupart  du  temps,  considerer 
les  differences  secondes  comme  nulles.  Dans  ce  cas,  en  sup- 
posant  la  valeur  de  x  comprise  entre  Xo  et  x^  + Ax,  la 
formule  (i)  donnera^  en  y  remplacant  x  par  x  —  Xo, 


«,=  aH ^u. 

II.  28 
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Si  iije  etaii  doniie  et  que  x  ful  Tin^^onnue,  on  tireraii  de  \k 

Si  Ton  ne  pcut  negliger  que  les  differences  troisiemes,  on 
pretidra  un  termede  plus  dans  la  fOrmuU  (i).  Dansce  cas, 
la  formule  ne  dotiiieraii;  pas  aussi  ffiicilement  x  d'apres  U,^ 
parce  que  r^quation  est  du  second  degre  en  jr  :  la  difficuhe 
serait  encore  bien  plus  grande  si  l*on  prenail  un  plus  grand 
nombre  de  term«s.  On  emploierait  alors  les  proc^ea  d'ap- 
proximations  que  fournit  la  tb^orie  des  ^uations  nume- 
riques. 

321.  La  formula  (i)  suppose  que  les  vdeurs  de  x  orois- 
sent  par  degres  ^gaux,  cequi  n^arrive  pas  toujours.  Nous 
allons  faire  connattre  une  formule  qui  donne  la  valeur  de 
la  fonction,  lorsque  Ton  connaitles  valeurs  iio^  Uiy  u^^,.., 
Un  qu'elle  prend  quand  x  a  les  valeurs  arbitraires 

Nous  prendrons  encore  une  fonciion  entiere  et  rationnelle 
de  X,  de  degre  n ;  elle  renferniera  n-f-i  coefficients  iiid^- 
termines,  et  Ton  pourra>  par  consequent,  TassujeUir  aux 
/i+i  conditions  donnees. 
Soit  done 

tt,  =  a  +  6x  -h  7  J?'  -i-  .  .  .  -|-  fx.r", 

on  aura 

ii«  s=  a  4-  6jc,  -♦*  7 xj  ^  , , .  -h  ^jfc^ 


D'api'^s  la  tbeorie  des  Equations  du  premier  degre^  les 
valeurs  de  ^,  6,. ..9  [i  contiendront  ti^^  1^1  vm  "n  eti  facteurs 
a  leurs  differenls  termes,  de  sorte  que  i/,  pourra  se  metlre 
sous  la  forme 
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Or  Ujg  se  reduit  a  Uq  pour  x=^Xq\  on  j  satisfera  done 
si  X  devient  alors  egal  i  i  et  si  Xt,  Xt^...,  X„  deviennent 
nuls,  c'esl-a-dire  s'ils  sout  divisibles  para; — Xo.  U  en  serait 
de  m^me  pour  cbacune  des  autres  valeurs  de  or ;  on  pren* 
dra  done  pour  X  le  produit  dWe  constante  par  tous  les  fac- 
teurs  X — Xo,  x — Xi,...,  x — j:„,  excepteo: — Xo'^  pour  Xi 
le  produit  d'une  autre  constante  par  les  m^mes  facteurs, 
excepte  x — Xi  ^  et  ainsi  de  suite.  Par  la  on  voit  qu'en 
substituant  cbacune  des  valeurs  de  Xj  il  ne  restera  que  le 
terme  ou  entrera  la  valeur  correspondante  de  Uj^  ^  et  il  n^y 
aura  plus  qu'a  rendre  ^al  a  Funit^  son  coefficient.  Soit  Xj, 
une  quelconque  des  valeurs  donn^es  de  x^  et  u^,  la  valeur 
correspondante  de  Uj,.  X^  renfermant  les  facteurs x — x^, . . . , 
X  —  Xn9  excepte  x  —  j:^,  il  est  evident  que,  si  on  le  prend 
^gal  a  ce  produit  divise  par  la  valeur  que  prend  ce  meme 
produit  quand  on  y  fait  x  =  Xpj  Xp  se  r^duira  a  i 
pourx  =  a:p. 

Les  quautit^s  X,  Xi , . . . ,  X„  seront  done  ainsi  d^termi- 
nees  de  maniere  que  F^quation  du  degr^  n  en  x  qui  donne 
la  valeur  de  u^^  soit  satisfaite  par  les  n-\-i  couples  de 
valeurs  donndes^  et  aucune  autre  expression  du  m£me 
degr^  ne  pourrait  devenir  egale  aux  m&mes  valeurs 
iiq  » •  f  • »  Ka  pour  les  m^mes  valeurs  de  a:  >  sans  coi'ncider 
avec  elle. 

La  formule  cbercbee  sera  done 

^""^         '       ^    '(x.-Xo)(a:,-x,)...(x.-x,)    "^    •• 

/ 

Lagrange  a  donn^  une  autre  formule  d^interpolatioo  9 
proc^ant  suivant  les  sinus  des  multiples  d'un  certain  arc, 

28. 
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et  qui  Ta  conduit  a  une  formule  renfermee  dans  celle  du 
n«208. 

Approximation  des  quadratures,   des  cubatures  et  des 
rectifications. 

322.  Toutes  ces  questions  se  ramenent,  comme  nous 
Tavons  vu,  a  une  ou  plusieurs  integrations  par  rapport  a 
uueseule  variaBle,  entre  des  limites  d^terminees.  II  suffit 

done  de  considerer  Tintegrale    I    f{^)  ^•^• 

On  pent,  pour  en  determiner  la  valeur,  prendre  la  for- 
mule (i)  du  n°  312,  qui  donne ,  en  remp1a9ant  Aa:  par  J, 
et  supposant  «  =y* (j:), 

jf  Vwrfx  =  J  (2«-H  i=^)  -  ^[/'(x) -/'(x.)] 

Si  Ton  suppose  S  assez  petit  pour  qu'on  puisse  negliger  d*, 
on  aura  simplement 

Si  Ton  regardey(x)  comme  I'ordonnee  dVne  courbe, 
celte  demi^re  expression  est  celle  de  la  somme  des  trapezes 
compris  entre  les  ordonnees  successives,  les  cordes  de  la 
courbe  et  I'axe  des  x 

323.  On  pent  qncore  employer  la  formule  d'interpola- 
lion  (i)  du  n°  318  pour  representer  I'ordonnee  de  la  courbe^ 
puis  Tint^grer  entre  les  limites*  donnees^  ce  qui  n'offrira 
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aucune  difficulte,  puisque  cette  expression  est  entiere  et 
rationneile. 

L'emploi  de  cette  formule  revient  a  remplacer  la  courbe 
dont  il  s'agit  par  la  parabole  de  degre  n — i,  qui  a  n  points 
communs  avec  elle. 

Quelquefois*,  au  lieu  de  prendre  cette  demiire  courbe, 
on  considere  une  suite  de  paraboles  du  second  degre  pas- 
sant cbacune  par  trois  des  points  donnes ,  et  Ton  remplace 
les  parties  correspondantes  de  Taire  cberchee  par  les  aires 
de  ces  di verses  paraboles,  comprises  entre  les  deux  or- 
donn^  extremes  qui  s'y  rapportent.  II  faut,  pour  cela, 
que  Tintervalle  b  —  a  soit  partag^  en  un  nombre  pair  de 
parties^  et  chaque  parabole donneraraire  ayanl  pour  base 
deux  de  ces  parties  cons^cutives. 

L' Equation  de  la  parabole  du  second  degr^,  passant  par 
les  points  dont  les  abscisses  sont  o.  Ax,  2  Ax,  et  lesor- 
donn^es  j^o » /i  >  J^i »  est 

son  aire  entre  les  ordonnees  yo  >  Y%  est 

ou 

On  aura  de  m^me  Taire  comprise  entre  y^  ^^yk »  entre j^^ 
et  j^e?  et  enfin  entre  /j„_j  et  y^^h  et  il  faudra  faire  la 
somme  des  expressions  suivantes,  dans  lesquelles  j^0  9 
r, , . . . ,  jj  designent  les  valcurs  de  f(x)  relatives   aux 


I 
I 
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valeurs  /? ,  a  -♦-  Ax, . . . ,  et  i  ou  a  -f- «  Ax  : 

-r(y*     -H4r.     -t-rO. 


3 

Ax 


(r»     -+-4^3     •+-r4), 


Ax 


L'aire  chercWe,  ou  I'integrale   l    f(-Tc)  dx^ 
pour  valeur  approch^ , 

£ 


-^  ^  (r.  -4-  r»  ■+-  — h /,«-,). 


aura  aiosi  | 

I 
I 
I 
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GHAPITRE  XXIX. 

COURBURE     DES     SURFACES. 


324.  Une  surface  ne  pouvant  avoir,  en  general ,  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  sph&re,  on  ne  pent  rapporter 
la  courbure  des  surfaces  k  celle  de  la  sphere ,  comme  on  a 
rapport^  la  courbure  des  lignes  a  celle  du  cercle.  Pour  se 
faire  une  idee  de  la  courbure  d'une  surface  en  un  de  ses 
points ,  Tun  des  moyens  qu^on  emploie  consiste  a  faire  des 
sections  dans  cette  surface  par  des  plans  passant  par  le 
point  que  I'on  considere,  et  k  determiner  la  courbure  des 
lignes  ainsi  obtenues.  Les  sections  qu'il  parait  le  plus  na*r 
turel  d^examiner  sont  celles  qui  sont  faites  par  des  plans 
normaux  k  la  surface  :  c'est  par  elles  que  nous  commence* 
rons;  nous  verrons  ensuite  comment  leur  courbure  deter- 
mine immediatement  celle  des  autres. 

Soit  z  =F(a:,j')  1  equation  de  la  surface^  nous  suppo- 
serons,  pour  plus  de  simplicite,  que  Ton  ait  choisi  le  plan 
tangent  au  point  que  Ton  consid^re,  pour  plan  des  x  et 
/,  et  la  normale  pour  axe  des  z  ^  les  propri^tes  ind^pen- 
dantes  des  axes ,  que  nous  decouvrirons  ainsi ,  auront  le 
m^me  degre  de  g^n^ralite  que  si  le  syst^me  d'axes  avait  ^t^ 
tout  autre. 

Un  cercle  situe  dans  un  plan  passant  par  Taxe  des  z  ^  et 
tangent,  k  I'origine  des  coordonnees,  a  la  section  faite  par 
ce  plan  dans  la  surface,  aura  pour  Equations 

jr  sr  mxj      x'  -4-  ^  -f-x'  —  2Rz=:o; 

d'ou 


4io  LIVRE    IV. 

Pour  quHl  y  ait  un  contact  du  second  -ordre  avec  la  sec- 

tion,  il  faut  que—  ait  la  m&me  valeur  dans  Tune  et  I'autre 

courbe.  Or   la  derniire  equation  differentiae  deux  fois 
donne 

A  I'origine ,  on  a 


dx 


d'ou  resulle 


—  n'etant  pas  une  derivee  partielle.  Pour  en  obtenir  la 

valeur,  il  faut  remplacer  y  par  mx  dans  Tequation  de  la 

surface,  puis  differentier  deux  fois  par  rapport  hx^ei  faire 

x^  y^z  nuls  :  on  trouve  ainsi,  pour  valeur  de  la  derivee 

,     d^z 
totale  -rzi 
dx} 

I  +  7.sm  -I-  ^/w', 

n^s^t  designant  rQspectivement  les  derives  partielles 

d}z,         ePz        d}z 
dx^        dxdy        djr"^ 

Le  rayon  de  courbure  R  de  la  section  normale  aura  done 
pour  expression 

(0  B.=         -^'»' 


aj/ii-f-  tnr 


II  restera  toujours  fini  et  de  m^me  signe  si  Ton  ^  s* — rt<^o : 
la  courbure  sera  done  toujours  dans  le  m^me  sens.  11*  de- 
viendra  infini  et  changera  de  sign^  si  5*—  ;7>  o;  la  cour- 
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bure  cbangera  alors  de  sens.  Si  5*  —  rf  =o,  il  devient  in- 
fini  sans  changer  de  signe. 

325.  Si  Ton  chercbe  le  maximum  et  le  minimum  de 
cette  expression  relativement  £^  la  variable  m,  on  connai- 
tra  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  de  courbure  des 
sections  normales.  L'dquation  qui  determine  ces  valeurs 
particuliires  est 

(2)  sm* -h  {r  —  t)m  —  s  =  o, 

Les  deux  racines  de  cette  equation  sont  r^elles  et  de 
signes  contraires  \  substituees  dans  la  seconde  derivce  de  R, 
elles  donnent  des  r^sultats  de  signes  differents,  et,  par 
consequent ,  correspondent ,  Tune  a  un  maximum ,  l*autr& 
a  un  minimum  alg^brique. 

Le  produit  de  ces  deux  racines  ^tant  —  1 ,  les  deux  plans 
qui  renferment  les  sections  de  plus  petite  et  de  plus  grande 
courbure,  et  que  nous  nommerons  sections  principales, 
sont  rectangulaires  entre  eux. 

326.  Si  Ton  prend  ces  deux  plans  pour  plans  des  x,  z  et 
desy,  z,  Texpression  g^nerale  deR  se  trouve  simplifiee. 
Car  les  deux  racines  de  T^uation  (2)  devant  £tre  alors  o 
et  00  ,  on  devra  avoir  5  =  o,  et ,  par  suite  y 


Dans  le  cas  actuel ,  deux  valeurs  de  R  sufSraient  pour 
determiner  r  et  r;  ainsi ,  quand  on  connait  la  direction  des 
sections  principales,  les  courbures  de  deux  sections  nor^ 
males  quelconques,  de  position  connue,  d^terminent  toutes 
les  autres. 

Si  Ton  d^signe  par  p ,  ^  les  rayons  maximum  et  nuni^ 
mum ,  on  aura 
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On  peui  done  exprimer  R  en  foqction  de  p ,  p\  m ,  e|  Ton 
obtient  ainsi 


I  I        /i       m'*\ 


ou  5  en  posant  m  ==  tang  ql 


-  =  -  cos^  a  4-  -,  sm'  a. 
R       p  p' 

Si  Ton  designe  par  v  la  courbure  d'une  section  quel- 
conque,  et  par  v',  V'  celles  des  sections  principales,  elles 

seront  respectivement  egales  ^  s'"'"7'  comme  nous  Ta- 

R  p    p 

vons  vu  dans  le  calcul  differentiel ,  et  I'^quation  precedeote 

devient 

(3)  V  =:v'  cos'  a  +  v''  sin*  a ; 

d'ou  Ton  Yoit  que  les  deux  courbures  principales  determi- 
nent  celles  de  toutes  les  sections  normales. 

On  deduitde  celt6  equation  plusieurs  consequences  ira- 
portantes  : 

i^.  Si  Ton  m^ne  par  la  normale  deux  plans  ^galement 
inclines  sur  le  plan  d*une  des  sections  principales,  la  cour- 
bure des  deux  sections  sera  la  mdme ; 

2^.  Si  Ton  mene  deux  plans  egalement  inclines  sur  les 
plans  rcspectifs  des  deux  sections  principales,  de  quelque 
cot^  que  ce  soit ,  la  somme  des  courbures  de  ces  sections 
sera  constant^  et  ^gale  a  la  somme  des  Qourbures  des  sec- 
tions principales. 

Car  en  les  designant  par  v  et  ^t  9  on  aura 

vzzzv'  cos' a  -f-  V*  sin'  a ,      v,  =  i/  sin'  a  -f-  v"  cos' a, 

d'oA 

V  +  v,  =  v'  -}-  v". 

Si  les  deux  angles  a  sont  pris  dans  le  mfeme  sens,  les 
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plan9  3ont  rectangalaire3  :  d'ou  Ton  voit  que  la  somme  difs 
courbures  de  deux  sections  normales  rectangulaims  entre 
elles  est  constante, 

3°.  Si  Ton  fail  a  =  -,  on  a  i;  = •  Done  la  cour- 

bare  de  ckacune  des  sections  dont  les  plana  partagent  en 
deux  parties  egales  les  angles  dea  plans  dea  sections  prin-* 
cipales,  est  ^gale  a  la  moyenne  entre  les  deux  QOurbure& 
principales,  et  la  sphere  qui  passe  par  les  cercles  oscula- 
teurs  de  ces  sections  donne  la  m^me  somme  que  la  sur- 
face ,  pour  les  courbures  de  deux  sections  normales  rec* 
tanguUires.  On  voit  encore  que  deux  plans  ogalement 
inclines  sur  un  de  ces  plans  mojens  donnent  des  sections, 
dont  la  somme  des  courbures  est  oJ^v"^  puisque  ces 
plans  font  des  angles  ^gaux  avec  ceux  des  sections  princi- 
pales. 

327.  Indicatrice.  — Si,  a  partird'un  point  quelconque 
d'une  surface,  on  prend  sur  la  normale  une  longueur  in- 
finiment  petite,  et  que  par  son  extremile  on  m&neun  plan, 
perpendiculaire  a  la  normale,  il  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe  iufiniment  petite,  que  M.  Ch.  Dapin  a  consi-r 
d^r^  le  premier,  et  qu41  a  nomm^e  indicatrice.  Toutos 
les  propri^tes  que  nous  venons  de  demontrer  s'en  d^uisent 
tr^simplement,  ainsi  que  beaucoup  d'autres,  qu'il  con**- 
vient  d'eiudier  dans  les  ouvrages  de  I'auteur.  II  est  faeilo 
de  reconnaitre  d'abord  que  cette  courbe  est  du  second  de- 
gr^,  si  Ton  neglige  les  quantites  infiniment  petites  par  rap- 
port k  ses  dimensions;  ce  qui  signifie  que,  lorsque  cette- 
courbe  tend  k  se  r^duire  a  un  point,  a  mesure  que  son 
plan  se  rapprocbe  du  plan  tangent,  une  courbe  finie  qu£ 
lui  serait  semblable  aurait  pour  limite  une  section  co- 
nique.         * 

En  efiet,  si  Ton  prend  la  normale  pour  axe  des  ^,  I'e^ 
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quation  de  la  surface,  rapport^e  a  des  axes  reclaugulaires, 
sera  gen^ralement 

et  Ton  sail  qu'on  pent  trouver  dans  le  plan  des  x^y  deux 
axes  rectangulaires  pardculiers  tels ,  que  le  rectangle  xy 
ne  se  trouve  pas  dansle  second  membre.  En  les  choisissant, 
r^quation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

On  sail  encore  que  si  les  coefficients  r,  t  sont  in^aux,  il 
n'y  a  qu  un  seul  syst^me  d'axes  rectangulaires  qui  jouisse 
de  la  propri^te  de  faire  disparaitre  le  rectangle  sy\  et  que^ 
s'ils  sont  ^gaux,  il  y  en  a  une  infinite. 

Si  maintenant  on  fait  z=^cil^cil  etant  infiniment  petit, 
et  qu'on  se  borne  aux  termes  du  second  degre  en  x  .etjr^ 
on  aura  pour  equation  de  la  section  ^  qui  est  Findicalrice, 

equation  qui  represente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  dont 
le  centre  est  sur  la  normale. 

Soient  A  {^g.  1 1)  le  point  de  la  surface,  AN  la  nor- 
male,  AO  =  a,  et  BC  Tintersection  du  plan  de  Findica- 
trice  par  un  plan  normal  quelconque.  Le  centre  de  cour- 
bure  de  cette  section  est  la  limite  de  la  rencontre  de  AN 
avec  la  perpendiculaire  ^levee  sur  le  milieu  de  la  corde> 
AC',  et  si  Ton  appelle  R  le  rayon  du  cercle  osculateur,  on 

OC 
aura R  = —rr-T- >  ou,  d^signant  par  aX  le  diam^tre  BC  de 

Tindicatrice  que  nous  supposerons  elliptique ,  R  =  —  • 

On  conclut  de  la  que  les  sections  dont  les  plans  passe- 
ront  par  les  axes  de  rindicatrice ,  auront  la  courBure  maxi- 
mum ou  minimum.  Toutes  les  autres  consequences  s'en 
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d&luiroiit  facilement ,  et  Texpression  de  R  en  fonction*  de 
r^  Sy  t  s'obtiendra  comme  precedemment  pour  un  plan 
quelconque  ayant  pour  equation  y  =  mx  :  car  on  aura 

^* ^^         ■'■  1     el ,  par  suite,     R  ==  ^-^ 


Si  I'indicatrice  est  une  hyperbole,  le  rayon  de  courbure 
deviendrait  infini  lorsque  le  plan  de  la  section  passerait  par 
une  de  ses  asymptotes,  puis  aurait  une  expression  negative 
si  Ton  ne  cbangeait  pas  de  signe  a.  II  faudra  done,  pour 
Favoir  positif,  mener  le  plan  de  rindicatrice  de  Tautre 
c6te  du  plan  Ungent^  ce  qui  montre  que  la  courbure  des 
sections  a  cbang^  de  sens.  Les  denx  indica  trices  que  Ton 
obtient  ainsi  sont  deux  hyperboles  conjugu^s,  eC  leurs 
axes  r^els  correspondent  aux  sections  de  plus  grande  cour- 
bure ,  parmi  toutes  celles  qui  sont  situ^es  du  m6me  c6te  du 
plan  tangent. 

Si  Von  avait  conserve  le  signe  de  Texpression  de  ha 
courbure ,  on  aurait,  comme  nous  Tavions  dit  en  g^n^ral, 
un  maximum  et  un  minimum  pour  les  courbures  princi- 
pales. 

L'indicatrice  pourra  encore  &tre  du  genre  de  la  parabole, 
qui  comprend*le  cas  de  deux  droites  parallMes  :  c'est  ce 
dernier  cas^ qui  arrivera  si  Ton  a 

r  =:  o    oil    f  =  o. 

Cela  ne  signifiera  pas  que  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  parall^le  au  plan  tangent  n^est  pas  une  parabole;  car 
une  parabole  dont  le  paramkre  est  infiniment  petit,  ^tant 
consid^r^e  k  une  distance  finie  de  son  sommet,  se  conf<md 
sensiblement  avec  deux  droites  parallMes.  Ainsi,  lor» 
m^me  que  la  section  serait  une  parabole,  Tindicatrice  se 
pr^senterait  comme  Tensemble  de  deux  droites  parall^les, 
except^  dans  le  cas  ou  le  sommet  de  celte  parabole  serait 
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a  une  distance  infiniment  pedte  du  point  que  I'on  considire 
9ur  la  surface  :  ce  cas  ue  pent  ^e  qu'exceptionnel ,  puis- 
qu'il  n'a  pas  lieu  dans  I'hypothese  la  plus  ordinaire,  ou 
Tequation  de  la  surface  peut  ^tre  developp^e  comme  nous 
I'ayons  suppose. 

Lorsque  rindicatrice  est  du  genre  de  la  parabole,  il  n  j 
a  qu*u»e  seule  direction  pour  laquelle  la  courbure  soit 
nulle,  ou  le  rayon  de  courbure  infini;  c'est  celle  de  Faxe 
de  la  parabole. 

Cette  direction  est  celle  de  la  courbure  minimum;  la 
courbure  maximum  est  dans  la  direction  perpendicu- 
laire. 

328.  La  courbure  des  sec,tions  obliques  se  ram^ne  a 

celles  des  sections  normales.  En  effet,  soit  HK  {fig*  12) 

r intersection  du  plan  de  Tindicatrice  et  d'un  plan  passant 

par  la  tangente  en  A,  a  la  section  normale  BAG ,  et  faisant 

<an  angle  e  avec  le  plan  de  cette  section.  La  corde  HK  etant 

parall^le  a  la  tangente  menee  en  A  a  la  courbe  HAK,  la 

perpendiculaire  AP  abaissee  de  A  sur  KU,  partage  cette 

ligne  en   deux    parlies  qu'on   regardera   comme    ^gales, 

parce  qu  elles  ne  diff&reni  que  d'un  infiniment  petit  da 

second  ordre  :  OP  est  perpendiculaire  a  H£L,  et  du  second 

OP 
ordre  comme  AO,  puisque  —  =  tang  e.   On   peut   done 

regarder  les  longueurs  BC,  HK  comme  egales;  et  le  rayon 

— t 


cle  courbure  de  la  section  HAK,  qui  a  pour  valeur 


^era  egal    a  —^9  il  est  done  egal  a  celui  de  la  section 

normale  BAG  multipli^  par  —  ou   cose.   D'ou  Ton  de- 

<luit  ce  theoreme  remarquable,  dii  k  Meunier,  que  le  rayon 
<fc  courbure  d'une  section  oblique  s^obuent  en  projetant 
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sur  le  plan  de  cette  section  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  a  la  m6me  tangente. 

329.  La  position  particuli^re  que  nous  avons  donn^e 
aux  axes  a  rendu  plus  facile  la  demonstration  des  proprietes 
pr^cedenles ;  mais  il  est  necessaire  de  trailer  la  questioi^ 
pour  une  position  quelconque  des  axes,  parce  qu  on  peui 
avoir  a  determiner  les  sections  princi pales  en  un  point 
quelconque  d'une  surface  rapportee  a  des  axes  rectangu^ 
laires  quelconques. 

Soient  j/,  y,  zf  les  coordonnees  d'un  point  quelconque 
d'une  surface  donnee,  et  a,  6,  y  les  angles  formes  avec  les 
axes  par  une  tangente  a  la  surface  en  ce  point  ^  on  aura 
•  cos  y  =  p  cosa  -+-  ^cos  6,  puisque  T^quation  du  plan  tan- 
gent est  z  —  zf  z=p[x  —  x!)-hq{y  — y),  et  que  les  dif- 
ferences X  —  ^'i  y  — y^  z  —  z'  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  une  droite  si- 
tuee  dans  ce  plan.  Si  Ton  substitue  a  cosy  sa  valeur 
^i  —  cos*  a  —  cos*  6,  on  obtient 

(i)    (i  4-/>*)cos'fcH-2f>f  co$acos€H-(i  -h5F')cos*€=  i. 

C^est  la  condition  pour  que  les  angles  a,  6  appartiennent  a 
line  tangente  quelconque. 

Si,  par  le  point  [jt^^y^  z*)  et  par  un  autre  point  infini- 
ment  voisin  pris  sur  la  courbe  qui  se  rapporte  a  cette  tan- 
gente, on  mene  deux  plans  normaux  a  cette  courbe,  ils  se 
couperotit  suivant  Paxe  du  cercle  osculaleur  de  cette 
courbe,  et  les  equations  de  cette  droite  seront 

<«-- j:')  rf»#' *h  (/ -  / )  ^y -H  ( 2  —  »') '^»' ===  *"• 

Cette  ligne  etant  dans  le  plan  normal  a  la  surface,  ren- 
contre la  normale,  dont  les  equations  sont 

X'-^x'  ^p{t'^z*)^i^y     J  ^/  4-  y  (a  —  a')  =  o. 
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Les  coordonnees  x^y^  z  du  point  de  rencontre  seront  don- 
nees  par  les  eqnations 

D     *^       *^  D  D 

en  posant 

d}^  —  pd}x'  —  ^//»/'  =  D  £//>. 

La  vaieur  de  D  pent  ^tre  transform^e  en  differentiant  Fe- 
quation 

dz*  ^=:pdaf  -h  qdy'y 
ce  qui  donne 

d^z'  =  pd^x'  +  qd^y  -h  rdx!^  -h  7,sdx' df  4-  ^^/S 
el  par  suite, 

=  r  cos* a -H  2  f  cos  a  cos  6  4- f  cos' 6. 

On  Yoit  par  la  que  D  reste  le  m^me  si  a  et  6  ne  cbangent 

pas  -,  il  en  est  done  ainsi  du  point  de  rencontre  de  la  nor- 

male  a  la  surface,   et   de  Taxe   du  cercle  osculateur  de 

*  Coutes  les  sections  obliques,  dont  le  plan  passe  par  la  in£me 

tangente. 

II  resulte  de  la  que  toutes  ces  sections  ont  leurs  centres 
de  courbure  sur  une  circonference  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire  a  leur  tangente  commune,  et  dont  le  diamdtre  est 
la  ligne  qui  joint  le  point  de  contact  au  point  fixe,  que 
nous  venons  de  irouver  sur  la  normale.  Ce  point  est  done 
lui-m^me  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale ;  et 
Ton  voit  que  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections 
qui  ont  la  m&me  tangente,  sont  les  projections  de  celui  de 
la  section  normale  sur  leurs  plans  respectifs. 

D'apres  les  valeurs  que  nous  avons  trouvees  pour  les 
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coordonnees  du  centre  de  coarbiire  de  la  section  normale^ 
son  rayon  de  courbure  aura  pour  expression 


^-— 0 ' 


OU 

(2)  I 

r  cos^  a  4-  2  ^  cos  a  cos6  -h  t  cos^  6 

330.  Le  maximum  ou  le  minimum  de  R,  relativcimetil 
k  la  variation  de  a  et  S,  correspond  au  minimum  ou  au 
maximum  du  denominateur,  et  sera  donne  par  Tequatioll 

(rcosa-h  ^cos6)flf.cosa  =  — (5 c«s a -+- / cos  6 )  t/.cos^, 

on  eliminera  d.cosa  et  rf.coso  en  diflcrentiant  I'equa- 
tion  (i),  ce  qui  donne 

[(i  -h/?')  cosa -I-/77  cosSjt/.cosa 
=  — ^[(l  -4-  ^')cos6  -H/?r/cosa]//.cosS, 

et,  divisant  ces  deux  equations  par  ordre,  il  vient 
/"cosa-l- 5C0s€  ^cosS-H^cOsa 


(3) 


( I  -hp^)  COS  a -i-  pq  COS  6       (i  -|- 7^)  COS 6  -^pg  cosa 


Les  equations   (i)^  (a),   (3)  determinent  les  valeurs  de 
a,  6,  R,  qui  se  rapportent  aux  sections  principales. 

Pour  faire  plus  commodement  ce  calcul,  on  muhipliera 
par  cos  a  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  forme  le  pre- 
mier membrede  Tequation  (3),  et  par  cos  6  les  deux  termes 
du  second  membre,  puis  on  aj6utera  les  numeraleurs  entre 
e^xx  et  les  denominateurs  entre  eux;  la  fonctiou  resultante, 

qui  est  -9   sera  egale  a  chacun  des  membres  de  Tequa- 

tion  (3),  ce  qui  donne 

J  rcosa  +  5COs6=  D[(i  -^p^)cosa.  -H/^^coso], 
^     ^    '^  (  ^cos6-4- jcosa  =  D[(i  4- 7^)cos€H-^ycosa], 

II.  29 
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OU 

[D(i  -|-p2)  —  r]cosa  =  (s  —  pqT))cos^y 


^^'  j  [D(i  -f-7')  — r]cos6  =  (5-/77 D)cosa. 

Ces  deux  eqiiations,  multipliees  membre  a  meinbre,  don- 
nent 

[T){i-\'P')-r][D(i-hfj')^t]  =  (s^p^D)\ 

OU 

(i  -hp'  H-  7')  D'  —  D[(i  +/?»)  r  4-  {I  H-  7*)  r  — 2/?75]  -i-rf  =  A^ 

Celle  equalion  fera  connaitre  les  deux  valeurs  de  D  rela- 
tives aux  sections  principales;  et,  comme  on  a 


R- g , 

r^uation  qui  donnera  les  rayons  de  courbure  de  ces  sec- 
lions  sera 


\  -^(I-f-/.'-^7')^  =  o. 

Enfin,  les  valeurs  de  a  et  6  seronl  delerminees  par  Tequa- 
tion  (i)  et  Tune  des  equations  (4). 

331 .  Si  Ton  veut  connaitre  les  points  particuliera  de  li 
surface  ou  les  isections  priticipales,  et,  par  suite,  toutes  les 
sections  normaLes  ont  la  mdme  courbure,  il  faut  exprinier 
que  les  deux  racinesde  lequation  (5)  sont^ales.  II  send^ie 
d'abord  que  Tequation  qui  en  resulte  entre  p^  9,  r,  5,  f, 
jointe  a  celle  de  la  surface,  determinerait  une  ligne;  mais 
il  est  facile  de  voir  que  Tegalit^  de  ces  racines  conduit  a 
deux  equations. 

£n  effet,  Tequation  de  condition  pent  se  mettresous  la 
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forme 

[(H- /»') /  -  ( I -+- «')  r  +  ,/i,^-^^  _  ,^  J 

or  elle  oe  peat  evidemmeiit  ^tre  satis&Ue  quW  poftant 
par 


I  -fr-/? 
equations  qui  peuvent  s^ecrine  ainsi  : 

r  t  s 


(6) 


t+p^      1 4-  ^'      P5f 


Ces  d^ux  equations^  Jomtes  a  celjle  de  la  surfaiee,  d^tartpi-^ 
nent  un  nombre  fini  de  points,  auxquels  on  a  donn^  le  nom 
iiOmbiUcSk  On  les  aurait  obtenues  en  exprimant  que  les 
'valenrs  d€  D,  domieea  par  les  equatioDs  (4),  sont  itid^p^i- 
daiUes  ^»tl  §i  QMnnie  cela  doit  ^re  pour  que  la  cour- 
bure  de  toutes  les  sections  normales  soil  la  m^me. 

332.  Tangentes  conjuguees. — Si  Ton  trace  une  courbe 
quelconque  sutr  une  surface^  et  que,  par  tons  aes  points,  on 
mene  les  plans  tangents  a  la  surface,  ces  plans,  par  leurs 
intersections  successives,  d^termineront  une  surface  deve- 
loppable  circonscrite  a  la  premiere.  Ses  ar&tes  s.ont  incli- 
nees  sur  la  courbe  de  contact  suivant  une  loi  remarquable 
que  M.  Dupin  a  reconnue  le  premier,  et  que  tious  allons 
faire  <;onnaitre. 

La  question  que  nous  nouS  proposons  est  dotic  celle-ci  : 
Le  point  de  contact  d*un  plan  tangent  A  une  surface 
quelconque  se  deplacant  suivant  une  certaine  direction^ 
trouper  h  la  litnite  la  droite  suii^ant  laquelle  ce  plan  tan- 
gent sera  coupe  par  le  plan  infinimeht  voisin,  Ces  deUx 

29. 


45^  XIVRE    IV. 

directions  sont  tangentes  a  la  surface,  et  M.  Ch.  Dupin 
leur  a  donne  le  nom  de  tangentes  conjuguees. 

Pour  cela,  nous  prendrons  pour  origine  le  point  de  con- 
tact de  la  surface  avec  le  plan  tangent  que  Ton  considire, 
et  dans  lequel  nous  prendrons  les  axes  des  xely  •  ^^us 
choisirons^  comme  dans  le  ia°  327,  pour  directions  de  ces 
deux  axes,  celles  pour  lesquelles  le  rectangle  a^  ne  se 
trouvera  pas  dans  le  developpement  de  z  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  ces  variables.  Nous  aurons  alors, 
pour  a:  =  o,  j^  =  o,  les  conditions 

• 
p  =  o,     q=Oy     s  =  o, 

Soient  x',  j^,  z'  les  coordonnees  infiniment  petites  du  point 
de  contact  d'un  second  plan  tangent  ]  la  direction  suivant 
laquelle  se  sera  deplace  le  point  de  contact  fera,  avec  Taxe 

des  a:,  un  angle  dont  la  tangente  sera  la  limite  de  — »  lors- 

que  a/,  y  tendront  vers  zero;  nous  d^signerons  cette  limite 
par  m»  Llequation  du  plan  tangent  au'  point  x'  y'  z'  sera 

z-z'=p'[x-:^)-q'{r-y),  * 

etsi  Ton  observe  qu'a  F  origine  on  a 

/?  =  o,     ^  =  o,    ^  ==  o, 

il  s'ensulvra,  en  observant  que  j/,  y'  sont  infiniment 
petits, 

et  r^quation  du  plan  deviendra 

9  =r  rx' .T  -f  tfy ^; 

.  •     '  2  2 
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faisant  z  =  o  pour  avoir  F  intersection  aye«  le  premier 
plan  tangent,  qoi  est  celui  des  x  etjr,  il  vient,  en  rempla- 
cantj^'  par  nu^  et  divisant  par  j/, 

rx-^tmy (/•H-«»f)=o. 

Pour  avoir  la  droite  cherchee,  il  suffit  de  faire  sf  t=^o  dans 
cette  equation,  et  il  vient 

{-)  rX'h'tmr  =  o  ^ 

pour  equation  de  la  tangente  conjuguee  de  celle  dont  la 
direction  est  deierminee  par  m.  Si  done  on  designe  par  ni 
la  tangente  de  Tangle  que  cetle  droite  fait  avec  Taxe  des  x, 
on  aura 


d'ou 


tm 


mm  :== . 

t 


On  voit  done  que  les  directions  de  deux  tangentes  cou- 
juguees  quelconques  sont  celles  de  deux  diametres  conju- 
guees  de  la  section  conique  ayant  pour  equation 

c  designant  une  constante  quelconque.  Ceite  courbe  n  est 
autre  que  rindicatrice  au  point  que  Ton  considere,  ct  dout 
nous  avons  donne  Tequation  dans  le  u°  327.  Car  on  designe 
sous  cetle  denomination  generale,  non-seulement  la  sec- 
tion infiniment  petite,  faite^dans  la  surface  par  un  plan 
parallele  au  plan  tangent,  a  une  distance  iniiniment  petite, 
niais  encore  a  toute  section  conique  semblable  a  celle  qui 


I 
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est  donsee  par  I'lntcrsccuoa  de  ce  plan  atec  la  surface. 

L'angle  des  tangentet  conjiig^es  est  droit  qtttfnd  elle& 
sont  dirig^es  suivant  les  deux  diametres  conjugu^  rectan- 
gulaires  de  rindicatrice,  et,  par  consequent,  suivant  les 
directions  des  courbures  maxinoLum  et  minimum. 

Nous  nous  bornerons  a  cette  propri^te  fondamentale  des 
tangentes  conjuguees^  qui  montre  un  nouvel  usage  de  Tin- 
dicatrice  dans  T^tude  generate  des  stu^foces,  et  nous  ren- 
yerrons^  pour  plus  de  details,  aux  Memoires  m&mes  de 
Fauteur. 
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CHAPITRE  XXX, 

LOIS   SUIVANT    LESQUELLES    VARIE  LA    DIBECTION 
DE   LA   NORMALE   A   UNE   SURFACE. 


333.  Pour  avoir  une  idee  netle  de  la  forme  d'uiie  sur- 
face, dans  le  voisinage  d^un  quelconque  de  ses  points,  il 
ne  suffit  pas  de  connaltre  la  forme  des  sections  faites  par 
des  plans  passant  par  la  normale  en  ce  point,  quoique  ces 
courbes  determinent  tous  les  points  de  cette  surface.  II  est 
encore  n^cessaire  de  connaitre  la  loi  suivant  laquelle  varie 
la  direction  de  la  surface  elle-m£mc,  ou  de  son  plan  tangent 
quand  on  marche  suivant  une  quelconque  de  ces  courbes, 
ou  quand  on  passe  de  Tune  a  I'autre.  Ainsi,  la  courbure 
des  sections  normales,  d'ou  se  deduit  d'ailleurs  celle  des 
sections  obliques,  ne  suffit  pas  pour  donner,  dans  le  voi- 
sinage du  point,  une  conuaissance  approfondie  de  la  forme 
d^une  surface,  Elle  ne  fait  connaitre  que  la  loi  d^inflexiou 
des  courbes  tracees  sur  cette  surface,  et  non  la  loi  d'in- 
flexion  de  la  surface  elle-m6me. 

l/ingenieuse  theorie  des  tangcntes  conjuguees  ne  suflit 
pas  non  plus  pour  remplir  cet  objet ;  car,  quoique  la  depen- 
dance  des  directions  de  ces  deux  tangentes  soit  liee  d'une 
maniere  intime  a  la  forme  de  la  surface,  elle  ne  saurak  en 
donner  une  idee  nette,  parce  qu'elle  en  est  une  conseqi^^nce 
Ir&S'^loignee. 

On  voit  done  ce  qui  manque  encore  dans  Telude  quo 
nous  avons  faite  jusqu  ici  de  la  forme  des  surfaces,  ^oiis 
la  complelcrons  au  moycn  d'uiic  consideration  iiouvellc, 
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due  a  M.  Bertrand.  C'est  de  son  Memoire  que  nous  avons 
extrait  les  diverses  propositions  que  nous  allons  exposer. 

334.  Soient  A  (fig*  i3)  un  point  quelconque  d'une  sur- 
face ,  et  AZ  la  normale.  Menons  par  AZ  des  plans  dans 
toutes  les  directions ,  et  sur  chaque  courbe  d'intersection 
de  ces  plans  et  de  la  surface  prenons,  a  partir  de  A ^  une 
longueur  infiniment  petite,  AM  =  e;  cette  longueur,  divi- 
s^e  par  Tangle  des  tangentes  extremes,  donnera  le  rayon  de 
courbure  de  cette  courbe  au  point  A. 

Soil  maintenant  MN  la  normale  a  la  surface  en  M.  Sa 
direction  sera  determinee  par  les  angles  qu'elle  fait  ayec 
trois  axes  rectangulaires,  par  exemple  la  normale. AZ,  et 
deux  droites  AJf,  AYmenees  a  angle  droit  dans  le  plan  tan- 
gent en  A.  Pour.obtenir  des  expressions  plus  simples  pour 
les  cosinus  des  angles  cherches ,  nous  choisirons  pour  les 
aixes  AX,  AY  les  deux  directions  pour  lesquelles   on  a 

'   nul  a  rorigine.  Ce  systeme  est  unique  en  g^n^ral ;  on 

Fobtiept  en  faisant  disp^raitre  le  rectangle  xy  dans  le  de- 
veloppement  de  la  valeur  de  z  suivant  les  puissances  crois- 
santes  de  x  elj.  La  discussion  est  la  m£me  que  celle  que 
I'on  fait  dans  la  tlieorie  des  courbes  du  second  degre  \  et  si, 
apres  la  disparition  du  terme  renfermant  xy^  les  coeffi- 
cients de  a:*  et  j'  etaient  egaux,  tout  systeme  d'axes  rec- 
tangulaires jouirait  de  la  propriete  de  faire  disparaitre  ce 
mfeme  terme.  Cela  pose,  faisons,  en  general, 

^~^'     Hy^"^'     7U'^-'     JlJ^^'^    ^*""*' 
on  aura,  a  rorigine, 

Si  Ton  designe  maintenant  par  X,  Y,  Z  les  angles  que  fait 
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avec  les  axes  la  uormale  en  un  point  quelconque  de  }^ 
surface,  <m  aura,  comme  on  le  sail, 

cosX=X/7,     cosY  =  >7,     cosZ  =  —  X, 

la  valeur  de  X  etant 

\    =±± 


le  double  signe  correspondant  aux  deux  sens  de  la  nor* 
male. 

'  Appliquons  ces  formulas  au  point  M ,  et  designons  par  a 
Tangle  que  fait  avec  ZAX  la  trace  AU  du  plan  de  la  sec- 
tion sur  le  plan  tangent^  les  trois  coordonnees  x^y^  z  d\x 
point  Mseront  respectivement,  en  negligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre,  e  cos  a,  e  siua,  o.  Pour  eonnaitrele^ 
valeurs  de  Xp,  Iq^  —  X  au  point  M,  il  sufBt  d'ajouter  a  leurs 
valeurs  en  A  les  accroissements  qu*elles  sul>issent  par  les 
changements  inpniment  petits  que  refoivent  les  coordon- 
n&s  quand  on  passe  de  Torigine  A  au  point  M.  Or,  au 
point  A ,  on  a 

dp         ilq 
p  =  0,      7  =  0,      S=-^-=:0,       et      A  =  I, 

en  choisissant  le  signe  superieur  du  radical.  On  aura  donc,^ 
au  point  M, 

(i)       co8X  =  Ercosa,     cosY  =  6rsina,     i;osZ  =  —  i, 

et,  par  suite, 

sin  Z  =  ^cos*  X  -H  cos^*  Y  =  e  ^r^  cos^  a  -f-  r'  sin^  a , 

DU ,  puisque  Z  est  infiniment  petit^ 


Z  =  €  v^r^cos'  a  -h  f'sin^  a  , 
Ics  valeurs  de  r  et  f  se  rapporlant  a  roriginc.  Telles  sont 
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ies  formules  tres-simples  qui  d^ermineot  la  direction 
d'une  normale  quelconque  infiniment  Toisine  de  la  pre- 
miere. 

335.  Nous  avons  dit  que  ce  quHlfaut  connaitre,  c'estla 
loi  suivant  laquelle  varie  la  direction  de  la  normale  a  la 
surface  dans  le  voisinage  du  point  A.  Or,  c'est  a  quoi  Ton 
parviendra  en  exprimant,  au  moyen  de  a  et  e  :  i^  Tangle 
6  que  fail  avec  AZ  la  projection  MP  de  la  normale  MN  sur 
le  plan  de  la  section »  ou  la  normale  a  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  ZAM  ^  a°  Tangle  u  de  MN  avec  sa  projec- 
tion, cW-a-dire  avec  le  plan  AZM.  On  pent  remarquer 
que  la  premiere  de  ces  deux  coordonnees  angulaires  deter- 
mine la  courbure  de  la  section  normale  AZM.  Considdrons 
d'abord  le  premier  de  ces  deux  angles  :  il  est  complement 
de  celui  que  MP  forme  avec  AU ;  et,  en  negligeant  toujours 
Ies  infiniment  petits  du  second  ordre,  ce  dernier  est  le 
m&me  que  celui  de  MN  avec  AU,  parce  que  le  plan  de 
Tangle  infiniment  petit  NMP  est  perpendiculaire  au  plan 
ZAU,  et  ses  c6tes  font  des  angles  finis  avec  AU.  Mais,  d'a- 
pres  Ies  formules  (i),  le  cosinus  de  Tangle  de  MN  avec  AU> 
qui  est  egal  a 

cos  X  cosiJt  -f-  cos  Y  sin  a , 

aura  pour  valeur 

s  (rcos^a  4-  ^sin^  a)  .=  sin  0  =  B. 

Cesl  le  sinus  de  Tangle  de  contingence  dc  la  section,  ou 
eel  angle  lui-m^me.  En  le  divisant  par  Tare  e,  on  aura  la 
courbure  que  nous  d^signerons  par  (^^  ce  qui  donnera  la 
formule 

(2)  I' = /-cos' a -i- /sin' a. 

336.  Passons  maintenant  au  second  angle  NMP.  II  est 
^videmment  Ic  complement  dc  celui  que  MN  fait  avec  la 
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perpendicidaire  ail  plan  ZAU.  Prenons  la  direction  de 
cette  dem]ire<[ans  le  sens  ou  die  fait  ayee  AX  Tan;^ 

ct  +  -9  6t  cherchons  le  cosinus  positif  ou  negatif  de  Tangle 

qu'elle  fait  ayec  MN  :  ce  sera  le  sinus  de  NMP,  ou  cet 
angle  lui-mfeme,  considere  comme  positif  quand  la  nor- 
male  MN  sera  du  m£me  cote  de  ZAU  que  la  droite  menee 

sous  Tangle  a  +  ~>  et  comme  n^gatif  quand   il  sera    du 

cote  oppose. 

L^expression  de  ce  cosinus  est 


hi) 

esinacosa(r  —  r). 


cos X  cos  (  a  -f-  -  )  -h  cos  Y  cos ot, 

OU 


on  encore 

t  sin  2  X 


(t-r). 

Si  done  nous  designons  par  co  Tangle  positif  ou  negalif 
NMP,  nous  aurons 

(3)  «T=-f(f  —  r)  sin  2  a. 

Les  formulas  (a)  el  (3)  donnenl  I'expression  des  deux 
quantit^s  que  nous  nous  proposions  de  determiner;  nous 
alions  en  developper  les  principales  consequences. 

337.  Consequences  de  la  for  mule  (3).  —  Si  nous  sup- 
posons  t  constant,  Tangle  co  variera  proportion nellement 
au  sinus  du  double  de  Tangle  ol\  d^ou  il  resulte  imme- 
diateracnt  qu'il  est  nul  pour  les  quatrc  valeurs  particu-* 
lieres 

»r                                       3ir 
a=:0,      a::ir:-,      a=3n^,       y.  -=.  9 
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c'est«a-dire  quand  le  point  M  se  d^place   suivant  Tune 

quelconque  des  deux  directions  AX,  AY. 

On  vqit  de  plus  que  1' angle  w  ne  pent  devenir  nul  poor 
aucune  autre  direction,  a  moins  que  Ton  n'ait  t  =  r,  au- 
quel  cas  il  est  nul  pour  touie  direction. 

Nous  obtenons  ainsi  cette  propri^te  retaarquable  : 

En  tout  point  Hune  surface  quelconque,  il  existe  deux 
directions  rectangulaires  telles,  que  les  normales  b,  la  sur^ 
face  menees  par  les  points  infiniment  voisins  du  premier 
dans  Fune  quelconque  de  ces  deux  directions^  sont  situees 
dans  le  plan  normal  conduit  suii^ant  cette  direction;  elles 
sont  done  dans  un  plan  contenant  la  premiere  normale^ 
et^  par  consequent,  la  rencontrent,  Lorsquil  y  a  plus  de 
deux  directions  jouissant  de  cette  propriete,  toutes  les 
autres  en  jouissent. 

Nous  donnerons  a  ces  deux  proprietes  remarquables  la 
denomination  de  directions  principales.  II  ne  faut  pas  ou- 
blier  que  nous  avons  neglige  les  infiniment  pelits  du  second 
ordre.  Ainsi  Ton  doit  entendre  que  les  normales,  menses 
par  les  points  si  lues  a  une  distance  infiniment  petite  les 
unes  des  autres  dans  ces  directions,  peuvent  bien  ne  pas 
reelletoent  se  rencontrer,  mais  que  leur  plus  courte  dis- 
tance, si  elle  n'est  pas  nulle,  ne  pent  ^tre  qu  un  infiniment 
petit  d'un  ordre  superieur  au  premier.  Get  ordre  est  au 
moins  le  troisi^me  d'apres  la  remarqiie  du  n**  270,  tomel^*^. 

On  a  donn^  un  nom  particulier  aux  courbes  iracees  sur 
une  surface,  et  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  ont  une 
direction  qui  jouit  de  la  propriete  que  nous  venons  de 
reconnaitre;  on  les  nomme  des  lignes  decourbure.  On  pent 
evidemment  en  faire  passer  deux  par  un  point  quelconque 
de  la  surface. 

338.  La  formule  (3)  conduit  a  une  proposition  gene- 
rale,  que  nous  allons  faire  connailre,  et  d'ou  nous  aurions 
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pu  deduire  la  precedente;  mais  celle-^ci  se  presentait  si 
uaturellement,  que  nous  avons  cm  devoir  la  faire  reraar' 
quer  immediatement.  Si  nous  consid^rons  les  deux  direc- 
tions determinees  par  les  angles  a  et  a  H — ^  o:  ayant  une 

valeur  quelconque,  les  deux  valeurs  de  co  seront  egales  et 
de  signes  contraires  ;  done,  en  ayant  egard  au  sens  dans  le- 
quel  nous  avons  fait  voir  qu'il  fallait  porter  Tangle  &>,  sui- 
vant  qu^il  etait  positif  ou  negatif,  nous  pouvons  etablir  la 
proposition  suivante  : 

Si,  en  un  point  quelconque  dune  surface,  nous  consi- 
dirons  deux  directions  rectangulaires  sur  lesquelles  nous 
prenions  des  longueurs  infiniment  pelites  egales,  et  que, 
par  leurs  extremites,  nous  menions  des  normales  a  la  sur^ 
face,  ces  normales  feront  respecti^ement  des  angles  egaux 
av^ec  les  plans  menes  par  la  normale  au  premier  point  et 
chacune  des  deux  directions j  et,  de  plus,  elles  seront 
toutes  les  deux  comprises  dans  tangle  diedre  droit  que 
forment  les  deux  plans^  ou  toutes  les  deux  en  dehors. 

Cette  propriete,  comme  I'a  fait  voir  M.  Bertrand,  ren- 
ferme  evidemment  la  prec^dente.  En  eflfet,  puisque  le  sens 
dans  lequel  il  faut  porter  I'angle  co  change  en  passant  d*une 
direction  a  celle  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  y  a  neces- 
sairement  une  direction  interm^diaire  pour  laquelle  Tangle 
o)  est  z^ro.  II  est  done  nul  atissi  pour  la  direction  perpen- 
diculaire a  celle-ci,  et  Ton  retombe  ainsi  sur  la  proposition 
prdcedente. 

339.  Consequences  de  laformule  (2).  —  Considerons 
deux  directions  rectangtdaires  quelconques  correspondantes 

aux  angles  a  et  «  H — •  Designant  par  1^,  i;'  les  courbures 
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de  CCS  deux  scH;tions  nari]iaie«,  nous  aurons 

V  =  rcos'a  4-  ^sin'ffj 
v'  ==  r  sin'  ol  -¥•  t  cos'  a ; 
d'ou 

On  arrive  done  a  ce  th^oreme  remarqubble  : 
Dans  toute  surface,  la  sotnme  des  courburds  de  deux 
sections  normales  faites  en  un  mSnie  point  par  deux  plans 
rectangulaires  quelconques  est  constante. 

Cette  somme  est  done  celle  qui  serapporte  aux  d^eux  auc- 
tions qui  passent  par  les  directiotus  principales  en  ce  point, 
puisque  ces  directions  5out  rectangulaires.  Les  viJeurs  de  'v 
qui  s'y  rapportent  s'obtiennent  en  domxant  successivement 

a  a  les  valeurs  o  et  =-;  elies  sont  done  r  et  t, 
a' 

On  peut  remarquer  que  I'expression  de  v^  dounee  par  la 
formule  ^a),  reste  la  mSme  quandon  chang<;  a  en  %ti  —  a, 
D*ou  Ton  conclut  que,  pour  deux  plans  nprroaux  symetri* 
ques  par  rapport  a  Tun  quelconque  de  ceux  qui  passent  par 
les  direclions  principales,  la  courbure  des  seedons  est  la 
mSme. 

On  peut ^tnoore  faire  xiae  autre  observation  qui  n'est  fMs 
sans  inter^t.  $i  Ton  partake  en  parties  ^les  infiniment 
petites  Tespace  angulaire  auiour  d'un  poinA  quelconqne 
d^uiie  surface,  etquW  fasse  paftser  des  plans  par  oes  ligoes 
de  division  et  la  normale,  U  moyenne  des  oourbwnes  db 
toutes  ces  sections  sera  la  demi-somme  des  courbures  prin- 
cipales,  c'est-a-diredes  courbures  des  sections  principales. 
Car  on  pettt  partager  toutes  <ces  sectiona  en  groupes  de  deux 
actions  aya^t  leufs  plans  perpeiodi^ulairiMj;  et,  csoause 
dans  chaque  groupe  la  somme  des  courbures  est  la  demi* 
somme  des  courbures  principales,  la  moyenne  generale 
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sera  aussi  celle  demi-somine.  Enfin  cetle  courburemoyeniie 
ii'est  autre  chose  que  celle  de  la  section  equidistante  des 

deux  sections  principales.  Car,  en  faisant  a  =r  y?  on  trouve 


2 


310.  Lorsque  les  coefficiisnts  ret  t  sont  de  meme  signe, 
auquel  cas  on  peut  les  supposer  positifs,  puisque  cela  ne 
depend  quedu  sens  dans  lequel  on  prend  z  posatif,  il  tsi 
facile  de  voir  quMl  eKiste  un  maxianiim  et  un  minimum 
pour  la  courbure  des  sections  normal es.  En  eflet,  la  valeur 
de  1}  peut  se  mettre  sous  la  forme 

V  :=:!  r -^  [t -^  r)  sin^a, 

et  Von  reconnait  immediatement  que,  si  Ton  a  t  —  r^  o, 
la  plus  petite  valeur  de  v  correspond  a  a  =  05  et  sa  plus 

grande  a  a  =  - :  ces  valeurs  sont  /-  et  t.  L'inverse  a  lieu  si 

Ton  at  —  r  <:^  o  5  d'ou  I'on  conclut  ce  theoreme  : 

De  toutes  les  sections  normales  fqites  en  un  meme  point 
d'une  surface^  celles  qiii  passent  par  les  directions  pn'n- 
cipales  en  ce  point  presentent  le  maximum  et  le  mmimum 
da  courbure. 

Nous  donnerone  a  ces  deux  sections  pftrtACfuliei^s  Ic 
nom  de  sections  principales. 

Les  directions  des  tangentes  a  la  surface^  qui  sont  dans 
le  plan  de  ces  sections,  sont  determinees  par  Tequalion  (3) 
du  n^  330,  et,  par  suite  aussi,  les  directions  principales  et 
les  tangentes  aux  lignes  de  courbure* 

On  aura  done  1  equation  diflerentielle  des  lignes  de 
Gourhure,  en  rempla^antdans  1' equation  (3)^  cos  a,  cos  S, 
cos  y  par  les  quautites  proporlionnelles  dXi,  dy^  dz. 
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On  trouveTd  ainsi 

rdx  -4-  sdy  tdy  -4-  sdx 


{i-+-p^)da;^pqdx       {l -j- q^)  d/ -^ pq  £lx 

341.  Supposons  maintenant  que  r  el  t  soient  de  signes 
contraires,  et  que  r,  par  exemple,  soil  pbsitif.  A  parlir 
de  a  =  o,  qui  donne  v  =  r^  v  va  en  diminuant  jusqu'a  o, 

qui  correspond  a  lang  a  =—  II  devient  cnsuite  negatif  ^ 

€6  qui  apprend,  comme  nous  Tavons  fait  remarquer,  que 
Je  centre  de  courbure  passe  de  Tautre  c6te  du  plan  tangent. 

Pour  a  =  -?  v  prend  sa  valeur  maximum,  qui  serait  un 

minimum  si  Ton  faisait  abstraction  du  signe.  II  passera 
ensuite  symetriquement  par  les  m^mes  valeurs  dans  les 
trois  autres  angles  droits.  On  retrouve  ainsi  les  r^sultats 
deja  obtenus  par  d' autres  considerations.  II  en  serait  de 
m^me  pour  le  cas  ou  Fun  des  coefficients  r,  t  serait  nul. 

Longueur  et  position  de  la  commune  perpendiculaire 
a  deux  normales  infiniment  voisines, 

342,  Prenons  Tune  des  normales  pour  raxeAZ(^gf.  i3), 
et  pour  axes  des  xely  les  tangentes  aax  sections  normales 
de  courbure  maximum  et  minimum.  En  employant  les 
m^mes  denominations  que  dans  les  u^'  334,  336,  on  aura, 
pour  la  seconde  normale^ 

cos  X  =  s  r  cos  a,     cos  Y  =  s  ^  sin  a,     cos  Z  =  —  i , 

sin  Z  =r  Z  =r  s  v^r»  cos'  a  H-  ^^  sin'  a. 

Soit  mepe  par  AZ  (fig*  i3)  un  plan  ZAV  parall&le  a  la 
seconde  normale  MN,  les  cosinus  des  angles  de  la  trace  AV 
avec  les  axes  AX,  AY  seront  dans  le  m^me  rapport  que 
pour  toute  droite  comprise  dans  le  plan  ZAV,  et,  par  con- 
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Sequent,  que  pour  la  parall^le  a  la  normale.  Si  done  'on 
fait  VAX  =  9,  on  aura 

cosq>      rcosa  / 

— — I  =  — ; — ,     ott     tangs  =-  tang  a. 

sm  ^       ^  sm  a  ^       r       ^ 

Or  la  longueur  de  la  plus  courte  distance  cJ  des  deux 
normal^s  est  egale  a  la  perpendiculaire  MI  abaiss<Se  d'un 
point  de  MN  sur  le  plan  ZAV ;  on  aura  done 

5  =  f  sin  (:^  —  oe)  =  e  ( sin  y,  cos  a  —  sin  a  cos  y), 

ety  comme  on  a 


/suia  rcosa 


\jf^  cos'  a  -I-  /'  sin'  a  ^  i^  cos'  a  4-  /=*  sin'  « ' 

il  vient 

r(f  —  r)sinacosa        t&> 
V/^cos^aH-f'sin'^        ^ 

d'apr^s  les  denominations  deja  employees. 

On  Yoit  qu'elle  est  nuUe,  quel  que  soit  a,  si  £  =  r,  et 
que,  dans  le  cas  contraire,  elle  ne  Test  q.ue  pour  a  =  o 

et  a  =  -»  c'est-a-dire  pour  les  normales  menses  snivant 

les  directions  des  sections  principales.  Pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  a,  elle  est  infiniment  petite  du  premier 
ordre. 

Si  Ton  designe  par  p,  p'  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux,  on  a 


et 


•  (p  —  p' )  sin  a  cos  a 

V^p'6in'aH-p"cos'a 
II.  3o 
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On  peut  remarquer  que  la  tUr^ction  dc  MI,  ou  de  la 
commune  perpendiculaire  aux  deux  normaleSy  est  oelle 
de  la  tangente  conjuguee  de  AM. 

En  effet,  la  tangente  de  Tangle  de  MI  avec  AX  est  egale 

a  —  col  y  ou \  le  produit  de  cette  tangente  par 

tang  a  est  done 9  ce  qui  demon tre  la  proposition. 

343.  Cherchons  main  tenant  la  hauteur  k  laquelle  se 
trouve  situ^e  la  commune  perpendiculaire  aux  normales 
AZ9  MN.  II  faut  pour  cela  mener,  par  la  projection  I  de  M 
sur  ZAV,  une  parallMe  a  MN,  et  chercher  sa  rencontre  K' 
avec  AZ.  Or  Tangle  de  IN'  avec  AZ  ^tantcelui  qui  a  ete 
design^  par  Z,  on  aura 


Et,  comme  6,  w,  Z  sont  les  trois  c6tfe  d'un  triangle  sphe- 
rique  rectangle  infiniment  petit,  on  a 

Z»=;ft^-h«% 
et,  par  consequent, 

Le  point  N'  est  done  tres-different  du  centre  de  courbure 
R  de  la  section  ZAU,  dont  la  distance  k  A  est 

En  ittlroduisant  R    dans  rexpressipn  de   AN'^   on  lui 
donne  la  forme  suivante  : 

Z^ 
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AN'  est  done  plus  peiil  que  R  puiscp'ou  a  Z  ]>  0,  et  le 
pied  N'  de  la  p<;rpendicu1aire  commune  est  entre  A  et  le 
centre   de   courbure    de    la    section.    Pour  que  Ton  ait 

AN'  =3  R,  il  f  audra  que  ~  :s=  i  et,  par  suite,  -=05  alors 

S  sera  nul  :  cela  n'a  lieu  que  pour  les  sections  principales* 
Si  Ton  voulait  connaltre  la  distance  du  centre  de  cour* 
bure  de  la  section  ZAU  a  la  normale  MN,  il  suffirait  de 
considerer  le  triangle  rectangle  dont  R  serait  Thypot^nuse 
et  w  Tun  des  angles  aigus.  La  distance  cherchee  serait  ainsi 
R  sin  CO  ou  simplement  Ro).  Son  rapport  a  la  conimune 

perpendiculaire  i  dont  la  valeur  est  5  =  --  =  — ^  ,   sera 

done  ;*• 

© 

Theoreme  de  M^  Dupin  sur  les  surfaces  ortkogonales, 

344.  Ce  theoreme  consiste  en  ce  que  :  Si  trois  series 

continues  de  surfaces  se  coupent  mutuellement ^  et  de  telle 

'  nianiere  qu^elles  soient  a  angle  droit  en  chaque  point  de 

leurrenconircy  ces  lignes  J  intersection  seront  pour  chaque 

surface  ses  lignes  de  courbure, 

M.  Bertrand  a  d^uit  de  son  tb^oreme  fondamental  une 
demonstration  ires-sim^le  de  cette  proposition.  Conside- 
rons,  en  eflfet,  trois  series  de  surfaces  orthogonales,  et  soient 
en  un  point  A  {Jig^  14)9  AX,  AY,  AZ  les  tangentes  aux 
courbes  d'interseclions  des  surfaces  que  donnenl  respecti- 
vement  en  ce  point  les  trois  series  que  Ton  considere.  Pre- 
nons  sur  ces  courbes  les  points  M,  N,  P  ^  des  distances  in- 
finiment  petites  egales  du  point  A.  En  chacun  de  ces  points 
les  normales  aux  deux  surfaces  qui  y  passent  sont  perpen* 
diculaires.  Soient  a ,  6,  7  et  a',  6',  y'  les  angles  que  font 
respectivement  avec  les  axes  AX ,  AY,  AZ  les  deux  nor- 

3o. 
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males  Mm ,  Mm',  on  aura 

cos  a  cos  at!  -4-  cos  6  cos  6'  +  cos  7  cos ^'^  =  o* 

Or  a  et  a!  difierent  infimment  peu  d*un  angle  droit ,  et  S, 
/sont  infiniment  petits  :  cette  equation  deviendra  donC| 
en  negligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

(<i)  C0S6'-|-C0S7=:0. 

Soient  de  m^me  «!,  S^,  yj,  et  a'j,  6',,  /j,  les  angles  corres- 
pondantrespectivementauxnormales  N/i,  N/i',  et  enfin^s, 
^f9  7f9  ^'19  S^y/f)  ceux  qui  correspondent  aux  normales 
Pp,  VfJ  :  on  aura  semUablemenK 

(b)  cos 7', -+- COS  a,  =  o , 

(c )  COS  a'j  -I-  COS  6j  =  o . 

Cestrois  equations  (a),  (&),  (c)  r^sultent  de  ce  que  les 
trois  surfaces  sont  rectangulaires  en  tons  les  points  de  leurs 
intersections  respectives.  Maintenanl,  d^apres  le  theorime 
de  M.  Bertrand  sur  les  norihales  a  une  m^me  surface ,  on , 
aura  Ics  trois  suivances,  don t  la  premiere  se  rapporte  a  la 
surface  qui  a  pour  normale  AX,  la  seconde  a  celle  qui  a 
pour  normale  AY,  el  enfin  la  troisieme  a  celfe  donl  la  nor- 
male est  AZ  : 

( d)  cos  6,  =  cos  7'i , 

(e)  cos  7  =  cos 

(f)  cos  a,  =  cos  6'. 


I  9 


La  combinaison  de  ces  equations  avec  les  trois  premieres 
conduit  facileraent  a  la  demonstration  de  la  proposition 
que  nous  avons  en  vue.  En  effet,  si  nous  reporlons  dans  les 
premieres  les  valeurs  de  trois  des  cosinus  qui  entrent  dans 
les  dernieres,  par  i-,xemple  ceux  qui  forment  les  premiers 
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membres,  il  vient 

cos  6'  -f-  cos  a',  =  o ,    cos  7' ,  +  cos  6'  =  o ,    cos  a',  -4-  cosy',  =  o . 

Ajoutant  les  deux  premieres  et  retranchant  la  troisieme , 
OQ  obiient 

2  cos  6'  =  o,     ou    cos  6'  =  o , 

equation  qui  en  entraine  immediatement  cinq  autres^  de 
sorte  que  Ton  a 

cos  6'=^,        C0S7  =  0,      cosa'a  =  o, 
cos  6a  =  o ,     COS  y'i  5=  o ,      cos  a,  =  o. 

La  premiere  exprime  que  la  normale  Mm'  est  dans  le  plan 
ZX,  el  par  consequent  rencontre  la  normale  AZj  d'ou  il 
suit  que  AM  est  dans  la  direction  d'une  ligne  de  courbure 
de  la  surface  a  laquelle  AZ  est  normale.  II  en  serait  de 
m^me  des  autres;  de  sorte  que  ces  six  equations  demontrent 
que  les  trois  intersections  des  surfaces  proposees  sont  sur 
chacune  d*elles  dans  les  directions  de  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

Cette  propriete  ayant  lieu  en  tons  les  points  d'une  quel- 
conque  de  ces  courbes,  elle  ne  sera  done  autre  chose  qu'une 
ligne  de  courbure  de  cbacune  des  surfaces  dont  elle  est  Fin- 
tersection.  On  pent  done  enoncer  le  iheoreme  suivant,  qui 
est  celui  de  M.  Dupin  : 

Lorsque  trois  series  de  surfaces  se  coupent  orthogonale- 
menty  leurs  intersections  ne  sont  autre  chose  que  leurs 
lignes  de  courbure  respectiv^es . 

Et  comme  dans  les  calculs  precedents  on  n'a  fait  entrer 
que  la  consideration  des  trois  surfaces  qui  passent  au  point 
A,  on  pent  enoncer  le  th^orem^  suivant,  qui  entraine  celui 
de  M.  Dupin : 

Si  trois  surfaces  se  coupent  de  maniere  ii  6ire  nprmales 
en  tons  les  points  oii  elles  se  rencontrent,  les  courbes  d'in- 
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tersection  seront,  surchacunedes  trois  surfaces,  tangenios 
aux  lignes  de  caurbure  menees  par  le  point  commun  aux 
trois  surfaces, 

Remarques  generates  sur  les  sys times  de  droites  menees 
par  tous  les  points  de  Vespace, 

345.  Les  proprietes  que  nous  avons  deduites  de  la  for- 
mule  (3),  relalivement  auxnormales  a  uue  m^ine  surface, 
sont  caract^ristiques ;  c'est-a-dire  qu'elles  n^auraient  pas 
lieu  relativetnent  a  an  syst&me  de  droites  do&t  la  position 
serait  [determinee  pour  ch^ique  point  de  Tespace  par  des 
fonctions  continues  de  ces  coordonnees,  niais  qui  ne  se- 
raient  par  normales  a  une  serie  de  surfaces.  II  n'en  est  pas 
de  m^me  de  proprietes  deduites  de  la  formule  (a)  \  elles  ne 
caracterisent  pas  specialement  les  normales  a  une  .xn^me 
surface.  Nom  allons  demontrer  ces  propositions  remar-^ 
quables,  qui  se  trouvent  encore  dans  le  M^moire  de 
M.  Bertrand. 

Soient  X ,  T,  Z  des  fonctions  continues  des  coordonnees 
rectangulaires  x^  y^  z  d'un  point  quelconque  :  elles  deter- 
minent  pour  ce  point  une  droite  unique  qui  fait  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  c,  c',  c"'  sont  proportionnels 
a  ces  fonctions.  Si  Ton  pose 


et  que  Ton  consid^re  toujours  le  sens  correspondant  au 
signe  -f-  de  ce  radical,  ces  cosinus  auront  pour  valeurs 

(•)  f  =  p'    c'=5'    c  =5. 

Soient  mainienant  M  (j^^.  i5)  un  point  quelconque  do 
Tespace,  ayant  pour  coordonnees  x^y^  Z'^  MN  la  dii'ection 
delerminee  par  les  equations  (1)  \  MU,  MV  deux  directions 
faisaiit  des  angles  droits  Tune  avec  Tautre,  et  avec  MN; 
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a,  al^  a!' el  i,  V^  V  les  cosinus  des  angles  qu^elles  font  res- 
pectivemeut  avec  les  axes.  Prenons,  sur  ces  directions, 
deux  longueurs  infiniment  petites^  MD  =:  Miy=  e,  et  aux 
points  D,  ly  menons  les  droites  DP,  IV P,  determin^es  en* 
core  par  les  equations  (i)  au  moyen  des  coordonnees  de  ces 
points  respectifs. 

Cela  pose,  nous  allons  d^montrer  d'abord  la  premiere 
proposition  que  nous  avons  enoncee,  et  qui  consiste  en  ce 
que  les  lignes  DP,  D'P  ne  feront  des  angles  ^gaux  avec  les 
plans  NMD,  NIVny,  et  dans  le  sens  indique,  que  lorsqu'il 
sera  possible  de  faire  passer  par  un  point  arbitraire  de 
Tespaoe  une  surface  qui,  en  cbacuu  de  ses  points,  soit 
normale  i^  la  droite  d^terminee  par  les  formules  (i).  De- 
terminons  d'abord  Tangle  <d  de  DP  avec  le  plan  NMU, 
ou  son  complement ,  qui  est  Tangle  de  DP  avec  MV.  Re- 
marquons,  pour  cela,  que  les  coordonnees  du  point  D 
seront 

x-hat,     y-^-a'iy     z-hfl^s, 

et  que  les  fonctions  c,  c',  cf  de  a:,y,  z  deviendront  respec- 
tivement,  pour  ce  point, 

f    dc         ,  dc         „  dc  \ 
I    ,  /    dc'         ,dc'  .,  dc'\ 

^        /    dc"        ,dc''         „dc''\ 

D'apr&s  ces  valeurs  des  cosinus  des  angles  de  DP  avec  les 
axes^  le  cosinus  de  Tangle  deDP  avec  MV,  ou  le  sinus  de 
Tangle  od,  ou  enfiu  cet  angle  lui-m^me,  puisquMl  est  infi* 
niment  petit,  aura  pour  expressiop,  en  observant  que  Ton 
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,  (    dc         ,dc         ,,dc\         ,,/    dc^         ,dc'        „de'\ 
^,,6"^a_  +  «'-  +  a"_j. 

U  est  presque  inutile  de  remarquer  que,  si  Tea  prenait  le 
point  D  sur  une  courbe  quelconque  itapgeute  a  MD,  la 
valour  de  w  ne  subirait  aucun  changement,  puisque  nous 
negligeons  le;s  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Si  maintenant  on  veut  calculer  Tangle  de  ly  F  avec  le 
plan  NMV,  et  dans  le  in6me  sens  par  rapport  a  ce  plan, 
U  faudra,  dans  I'expression  precedente,  changer  a,  d^  a!\ 
en  i,  h\  V-^  et  A,  h\  W  en  — a,  — a',  — a!^.  Si  done  on 
prend  cet  angle  eii  sens  contraire^  ce  qui  se  fera  en  chan- 
gean^  les  signes,  on  ai^ra,  en  le  d.esignant  par  co', 

f^dc        ^,dc        ^dc\  l^dc'        ,,dc'       ,„dc'\ 

J.dc"       ,,dc"      .„dc''\ 

Ce  que  nous  cherchons,  c'est  la  condition  pour  que  O)  =  w', 
quelle  que  soit  la  direction  MU.  Or,  en  formant  la  diffe- 
rence w  —  co',  et  se  rappelant  les  formules  connues 

ab'—  ba'  =  c%     a'!b  —  b"a  =  d,     a'b"-b'a"  =  r, 

qui  r^sullent  de  ce  que  les  trois  directions  en  M  sont  rec- 
tangulaires  comqie  les  axes,  on  trouvera  immediatement 

La  condition  necessaire  et  sufQsante  pour  que  les  angles 
00,  w'  spient  egaux,  est  done  que  Ic  second  membre  de  celle 
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equation  soit  nul;  et  Ton  remarquera  que,  comme  il  ne 
depend  que  de  quantites  constantes  pour  le  mSme  point 
M,  stl  est  nul  pour  une  certaine  direction  choisie  pour 
MU,  il  le  sera  pour  toute  autre.  Mais  on  pent,  dans  cette 
equation  de  condition,  substituer  aux  quantites  c,  c',  c^ 
les  quantites  respectives  X,  Y,  Z  qui  leur  sont  propor- 
tionnelles.  Car  la  forme  de  cette  equation  fait  reconnaitre 
imm^diatement  que  I'introduction  d'un  facteur  commun, 
fonction  de  x,  j^,  z^  dans  les  quantites  c,  (f^  i? ^  ne  pro- 
duirait  que  des  termes  qui  se  detruiraient,  et  un  facteur 
commun  que  Ton  pourrait  supprimer. 

Ainsi  la  condition  analytique  n^cessaire  et  suffisanie 
pour  I'egalite  des  angles  o),  &/  est 

Or  cette  condition  est  precisement  celle  de  Tintegrabilite 
de  Fexpression 

Xf/^-HYfl[rH-Zfife  =  05 

et,  quand  elle  sera  remplie,  cette  derniere  equation  re- 
presentera  une  serie  de  surfaces,  eft  chaque  point  des*- 
quelles  la  normale  fera,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les 
cosinus  seront  proportionnels  a  X,  Y,  Z. 

Ainsi,  Vegalite  des  angles  &),  w'  en  un  point  quel- 
conque  M  de  I'espace,  entraine  cette  consequence,  que, 
par  un  point  arbitraire^  on  peut  f aire  passer  une  surface 
telle y  que  ses  normales  se  confondront  avet*  les  droites 
du  sjsteme  en  question, 

Cette  propriete,  que  nous  ay  ions  reconnue  pour  une 
surface  quelconque,  est  done  caracteristique ^  elle  n'ap- 
partient  qu'aux  normales  a  une  surface :  elle  ne  subsiste 
plus  pour  tout  autre  systeme  de  droites. 

346.  Le  second  membre  de  Tequation  (3)  ne  dependant 
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nullement  de  la  direcdoa  particuliere  de  MU,  il  sWuit 
que  la  difference  des  angles  (f^,  <d\  qui  est  nulle  dans  le 
cas  des  normales  a  une  m^e  surface,  ^^t  consiante  pour 
un  m^me  point,  lorsque  Voa  considere  ua  syste^ne  quel- 
couqqe  de  droites,  determinees  en  chaque  point  par  des 
fanclions  continues  de  x^y,  z.  Cetie  remarque  est  due  a 
M.  Sturm. 

347.  Passons  main  tenant  aux  proprietes  resultant  de 
la  comparaison  des  courbures  des  sections  uormales  faites 
dans  une  surface  par  des  plans  formant  entre  eux  on 
angle  droit  ^  et  voyons  si  elles  sont  caracteristiques  comme 
les  prec^dentes,  ou  si  elles  subsistent  lorsque,  au  lieu  des 
normales  a  une  m&me  surface,  on  considere  un  systeme 
continu  quelconque  de  lignes  droites.  Dans  une  surface, 
les  normales  i  la  section  ne  sont  autre  cbose  que  les  pro- 
jections des  nonnales  a  la  surface  sur  le  plan  de  cette  sec- 
tion, et  la  courbure  de  la  section  est  le  rapport  de  Tangle 
de  deux  normales  infiniment  voisines  a  Fare  compris. 
Nous  allons  generaliser  cetle  consideration  pour  le  systime 
de  droites  determinees  en  cbaque  point  de  Tespace  par  les 
fonctions  X,  Y,  Z.  Pour  cela,  nous  ferons  passer  par  une 
quelconque  MN  de  ces  droites  un  plan  quelconque  NMU, 
et  nous  projetterons  sur  ce  plan  toutes  les  droites  du  sys- 
teme qui  se  rapportent  a  ses  differents  points.  Leurs  direc- 
tions etant  determinees  en  fonction  des  coordonnees  de 
cbaque  point  rapportees,  par  exemple,  a  des  axes  pris  dans 
ce  plan>  on  sait  qu'il  existe  une  serie  de  courbes  normales 
a  ces  droites,  parce  qu'une  equation  differentielle  enlre 
deux  variables  a  toujours  une  integrale  5  et  nous  considere- 
rons  celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  le  point  M.  Lors- 
que le  systime  general  des  droites  deviendra  celui  des 
normales  a  une  serie  de  surfaces,  cette  courbe  ne  sera 
autre  chose  que  la  section  de  la  surface  passant  en  M,  par  lo 
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plan  NMU.  Cela  pose,  la  courbure  u  de  la  courbe  que  nous 
venons  de  determiner  s'obtiendra  comme  dans  le  cas  ou 
les  droites  sont  normales  k  une  m&me  surface.  On  prendra 
sur  MU  une  longueur  infiniment  petite  MD  =  e,  on  me- 
nera  par  le  point  D  la  droite  DP  du  systime  en  question, . 
et  Ton  cherchera  le  cosinus  de  Tangle  qu'elle  fait  avec 
MU;  il  sera  le  m^me  que  celui  que  la  projection  de  DP  sur 
NMU  fait  avec  MU,  et,  par  consequent,  sera  le  sinus  de 
Tangle  de  cette  projection  avec  NM,  ou  cet  angle  m^me. 
En  faisant  usage  des  formules  deja  calcul^es  pour  la  direc- 
tion DP,  et  observant  d^ailleurs  que 

«c-h<a'c'-f-a"c"=  o, 

on  a  pour  le  cosinus  de  Tangle  des  deux  directions  MN, 
DP,  ou  pour  Tangle  de  contingence  de  la  courbe  dont  il 
s'agit, 


ia 


[    dc  ,  dc         „dc\  /    dc'  ,dc'         „dc^\ 

„  I    dc"         ,  dc"    „        dc"\ 

En  divisant  cette  expression  par  e,  on  aurait  la  courbure 
oberch^  v.  Mais  si,  pour  simplifier  les  calculs^  on  prend 
la  directioa  MN  pour  axe  des  z^  on  aura  a'^  s=  o,  et  Tex- 
presston  de  m  sera,  en  designant  par  J  Tangle  que  fera  MU 
avec  le  nouvel  axe  des  x, 

dc  (dc       dc'\    .  dc'   . 

(4)      w  :=  —-  cos'  a  -f-  I  -r-  H 7-  I  Sm  a  COS  «t  -H   -p-  Sio'  a. 

^^'  dx  \dy        dx  j  dy 

Or  cette  formule  va  nous  demontrer  les  m^mes  proprieles 
que  nous  ont  oflertes  les  sections  normales  d\ine  surface. 

En  eflct,  si  nous  changeons  a  en  a  H — ,  nous  trouverons, 

pour   la  rourburc  u'  rclaiive  an  plan  prrpendiculaire  a 
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]NMU, 

,       dc     ,   ,  /dc         dc'X     .  «c 

v'  =  —  sin' a  —  \  ;7"  ■*"  ^  )  **"  *  ^®*  *  "*"  "XT  <^S' a; 


d'ou 


,       dc        dc" 


La  somme  des  courbures  relatives  a  deux  plans  perpendi- 
culaires  enlre  eux,  passant  par  MN,  est  done  constante  ^ 
d'ou  il  suit  deja  que,  si  Tune  est  maximum,  I'autre  sera  j 

mintmuoi,  et  reciproquement.  Mais,  comme  cela  n'indique 
fii  le  noDibre,  ni  la  position  des  plans  qui  se  rapportent  a  I 

ces  maxima  ou  minima,  cherchons,  en  general^  les  valeurs  i 

de  a  qui  peuvent  donner  de  pareilles  valeurs  a  u.  La  regie  | 

ordinaire  conduit  a  I'equation  I 

/dc        dc'\  [dc       dc'\  I 

d'ou  il  resulte  que  les  valeurs  de  a  ne  construiront  que  deux 
directions,  a  angle  droit  Tune  sur  Tautre,  et  correspondant^ 
par  consequent,  I'une  a  un  maximum  et  Tautre  a  un  mi- 
mum  de  courbure.  j 

On  voit  done  que  les  proprietes  relatives  a  la  courbure 
des  sections  normales  ne  sont  pas  caracteristiques  pour  les 
surfaces ;  car  elles  se  retrouvent  pour  tout  systeme  de  di- 
rections determinees  en  chaque  point  par  des  fonctions 
continues  quelconques  des  coordonnees  de  ce  point.  Cette 
distinction  entre  les  proprietes  qui  conviennent  a  tous  les 
systemes  et  celles  qui  ne  conviennent  qu'aux  normales  a 
une  seriede  surfaces,  merite  une  attention  particulifere. 

348.  Nous  terminerons  cette  discussion  par  la  recberche 
des  directions  perpendiculaires  a  MN  (^g^.  i5),  suivant  les- 
quelles  il  faudrait  marcber  pour  que  les  droites  infiniment 


INTl^GRATION    DES    EQUATIONS    DIFF^RENTIELLES.       477 

voisines  se  rencontrassent.  On  sail,  par  ce  qui  precede, 
qu'il  ne  peut  y  en  avoir  deux  rectangulaires  en  chaque 
point ;  car  alors  les  droites  propos^es  seraient  normales  a 
une  m&me  surface*,  mais  on  ignore  s'il  en  existe,  etcom* 
ment  elles  se  trouveront  situees. 

Soit  MU  une  direction  telle,  que  la  droite  NP  du  sys- 
time,  menee  par  le  point  D  situe  a  une  distance  infiniment 
petite  e  de  M,  rencontre  MN,  en  n^gligeant  toujours  les 
infiniment  petits  du  second  ordre.  ^ 

II  est  necessaire  et  suf&sant,  pour  cela,  que  Tangle  w, 
exprim^  par  la  formule  (3),  soit  nul.  Cette  condition  sera 
plus  facile  k  interpreter  si  Ton  prend  la  droite  MN  pour 
axe  des  z ;  on  aura  alors 

/i"=o,     ^"=o; 

et  si  Ton  d&igne  par  a  Tangle  de  MU  avec  Taxe  des  x,  d'ou 
r^sultera 

a  =  cos  ay     a'  =  sin  a ,     b  z=  —  sin  a ,      ^'  =r  cos  a , 

Tequation  qui  exprime  la  rencontre  de  MN  avec  les  droites 
infiniment  voisines  devienl 

dc    ,  ,  Idc        dc' \        dc' 

—  sin'  a  -f-  sm  a  cos  a cos^  a  =  o , 

dy  \dv        ax  J        dx 


dc' 
langa  —  --—  =o. 
ax 


ou,  en  divisant  par  cos*  a, 

dc         ,  (dc       dc'\ 

Cette  equation  etant  du  second  degre  prouve  qu'en  chaque 
point  il  y  a  deux  directions  an  plus  jouissant  de  la  propriete 
en  question,  si  Ton  excepte  les  points  singuliers  pour  les* 
quels  les  trois  coefficients  seraient  nuls,  auquel  cas  toute 
valeur  conviendrait  pour  a.  On  peut  d'ailleurs  facilement 
verifier  que  ces  deux  directions,  lorsqu'elles  existent,  ne 
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peuvent  ^ire  a  angle  droit  en  chaque  point,  &i  les  droiles 
du  sysU&me  ne  sent  pas  nonnales  a  nne  m^e  surface.  En 
efifet,  la  ooodition  d'integrabilite  de  T^quation 

Xctr -h  Tr/r  +  Zf/z  =  o 

n'ayant  pas  lieu,  on  n'a  pas,  a  ToriginQ  des  coordoBttite, 

<f  X  _  ^  _  dc  _dc\ 

dy        dx  *  dy^^dx' 

done  le  produit  de&   racines  de  Feq^uation  (^),  qui  est 

-,  n'est  pas  egal  a  —  i,  et,  par  consequent,  les  direc- 

dc 

■^ 
tions  donnees  par  les  deux  racines  de  oette  equation  ne  sent 
pas  rectangulaires. 

Lignes  de  courbure, 

349.  Si,  par  tons  les  points  d'une  ligne  tracee  sur  une 
surface,  00  mene  des  normales  a  celte  surface,  elles  sent, 
en  general,  dans  des  plans  differents,  et  la  plus  courte  dis- 
tance de  deux  d^entre  elles,  correspondantes  a  des  points  in- 
finiment  voisins  sur  la  surface,  est  Un  infininient  petit  du 
m^me  ordre  que  la  distance  de  ces  deux  points  et  que  Tangle 
de  ces  m^mcs  normales. 

Nous  avons  determine,  dans  le  n^  340,  les  equations  dif- 
ferentielles  des  lignes  qu'il  faudrait  tracer  sur  une  surface 
pour  que  la  plus  courte  distance  des  normales  successives 
lut,  non  pas  nulle,  mais  infiniment  petite  par  rapport  a  la 
distance  d!^s  points  correspondants  de  la  surface,  ou,  e& 
general,  a  Faccroissement  infiniment  petit  du  premier 
ordre  des  parametres  qui  en  detemninent  la  position;  et 
nous  avons  vu  que  cette  plus  courte  distance  sera  au  moins 
du  troisiime  ordre.  II  est  facile  d'en  conclure  que  les  nor- 
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males  se  trouveront  alors  tangentes  a  une  m^me  courfae  a 
double  courbure;  et  que  leur  ensemble  formera,  par  con- 
sequent, line  surface  developpable. 

.  Eneffet,  soient  M,  Mi,  Mj,. . .  les  pieds  des  perpendi- 
culaires  communs  a  chacune  de  ces  droites  successives  et  a 
la  suivante.  Le  polygone  MMi  Mj , . . .  aura  ses  cot^s  infi- 
niment  petits  du  premier  ordre,  si  Ton  excepte  le  cas  parti- 
culier  ou  tous  ses  sommets  tendraient  a  se  reunir  eh  un 
m^me  point.  U  tendra  done  vers  une  certaine  courbe  ge- 
n^ralement  a  double  courbure. 

Si  maintenant  on  consid^ire  le  triangle  qui  a  pour  c6tes 
MMi  et  la  commune  perpendiculaire  passant  par  M,  son 
angle  en  Mi  sera  infiniment  petit,  puisque  le  c6le  oppose 
est  d'un  ordre  superieur  a  MMi  5  d'ou  il  suit  que  Tangle  de 
MMi  avec  la  droite  du  systeme  qui  passe  en  Mi,  tend  vers 
z^ro.  Done  toutes  ces  droites  ont  pour  limites  les  tangentes 
a  la  courbe  limite  des  points  M,  Mi,  M^,. . ..  Nous  avons 
nomme  lignes  de  courbure  les  lignes  tracees  sur  une  sur- 
face, et  jouissant  de  cette  propri^te  que  la  plus  courte  dis- 
tance des  normales  est  du  troisi^me  ordre.  Nous  allons  les 
retrouver  par  cette  consideration  que  leurs  Equations  soient 
satisfaites  par  les  coordonn^es  d'un  m^me  point,  en  n^gli- 
geant  les  infiniment  petits  d'ordre  superieur  au  premier. 

Soient  jT,  y,  z  les  coordonn^es  d'un  point  quekonque 
d'une  surface,  les  equations  de  la  normale  en  ce  point  se- 
ront 

X  —  x'-h/?  [z  —  z')  =0,    X  —  r'H-^(«  — 5')  =0- 

Le  point  d'intersectiou  de  cette  ligne  et  de  la  normale 
au  point  infiniment  voisin,  dont  les  coordonnees  sont 
od  -h  dx!^  y  -f-  dy^  z'  -H  dz\  sera  donne,  en  negligeant  les 
infiniment  petits  d'ordre  superieur  au  premier,  par  la  com- 
binaison  de  ces  deux  equations  et  de  leurs  differentielles 


48o  LIVRE    IV. 

par  rapport  k  x^^y,  ^^  qui  sont 

~  dx'—pdz'  -f-  {rdx'  -h  sdf)  {z  —  z')  =  o, 
^dy'  -^  qdz'  -+-  {tdf  -♦-  sdx')  («  —  «')  =r  o, 

oti,  en  remplacant  rfjg'  par  pdx  -+-  ^rfp^, 


^pq  dx'  =z  (id/  +  sdx')  {z  —  z'). 


Lft  condition,  pour  que  les  deux  normales  se  rencontrent, 
s'obtiendra  en  exprimant  que  les  valeurs  de  z  —  z'  sont  les 
monies  dans  ces  deux  demiires  equations;  on  retrouve 
ainsi  Tequation  du  n**  340, 

rdx'  -h  sdy  td/  -f-  sdx^ 

{i-^-p')dx'-hpqdy   *"   (i-^q^jdy-^pqdx'' 

equation  qui  est  la   m^me   que  Tequation  (3)   du    nu- 

mero  330,  et  donne,  par  consequent,  pour  -j^  les  deux 

valeurs  qui  se  rapportent  aux  tangentes  des  sections  nor- 
males de  courbures  maximum  et  minimum.  Seulement  il 
faut  bien  observer  que  celte  equation  n'exprime  pas  que 
les  deux  normales  se  coupent  reellement,  puisqu'on  a 
neglige  les  termes  du  second  ordre;  mais  que  Ton  trouvera 
pour  x^jr^  z  des  valeurs  qui  satisferont  aux  Equations  de 
la  premiere  normale,  et  telles,  qu'augmeutees  dequantites 
d'ordre  superieur  au  premier,  ellcs  satisferaient  a  la 
seconde.  Elle  ex  prime  done  que  la  plus  courte  distance 
des  deux  normales  est  un  infiniment  petit  du  troisieme 
ordre. 

En  chassant  les  denominateurs,  on  lui  donnera  la  forme 
suivante : 

-+-(1  H-;>')a— /?7r  =  o. 
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350,  Remarque. —  Si  Ton  considire  la  normale  en  un 
point  M  d'une  surface,  on  pent  se  proposer  de  determiner 
la  courbe  qu*il  faudrait  tracer  sur  la  surface  pour  que  Ics 
normales  a  cette  surface  menses  par  totts  les  points  de 
cette  courbe  renconlrassent  rigoureusement  la  premiire. 
Cette  courbe  aurait  la  m6me  tangente  en  M  que  la  Hgne 
de  courbure,  mais  ne  se  confondrait  pas  avec  elle.  On  a 
pens^  qu'en  prenant  sur  cetle  courbe  a  partir  de  M  un  arc 
inBniment  petit  MM',  puis  construisant  une  courbe  jouis- 
sant  de  la  m^me  propriete  relativement  a  la  normale  en 
M',  et  continuant  ainsi  indefiniment,  on  aurait  trace  sur 
la  surface  une  courbe  telle,  que  les  normales  menses  par 
ses  differents  points  se  rencontreraient  rigoureusement, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  lignes  de  courbure.  Cette 
supposition  est  illusoire.  On  remarquera  d'abord  que  les 
normales  aux  divers  points  d'un  de  ces  arcs  infiniment 
petits  coupent  toutes  la  premiere,  mais  ne  se  couperaient 
pas  entre  elles^  de  sorte  qu'il  ne  faudrait  consid^rer  que 
les  extremes,  ce  qui  n'offre  rien  de  biennet  a  Fesprit.  II 
est  facile  de  voir  ensuite  que  le  lieu  limite  de  ces  arcs 
n'est  autre  chose  que  la  ligne  de  courbure.  Car  puisqu'en 
chacun  de  ses  points  il  est  tangent  k  la  ligne  de  courbure 

passant  en  ce  point,  le  ^  y  ala  m^mevaleur,  et  Inequa- 
tion difflSrentielle  de  cetle  Hgne  est  la  m^me,  et  conduira 
k  la  m^me  equation  finie.  II  reste  done  a  s'expliquer 
comment  la  surface,  lieu  des  normales  qui  ne  se  rencon- 
trent  pas  rigoureusement,  pent  ^tre  la  limite  d'une  sur- 
face formee  par  les  normales  qui  se  rencontrent  r^elle- 
ment;  c'est-a-dire  comment  une  surface  polyedrique  pent 
tendre  vers  une  surface  ou  les  generatrices  successives 
ne  se  coupent  pas.  Or  c'est  ce  dont  on  rencontre  k  chaque 
insunt  des  exemples.  Par  exemple,  la  surface  formee  par 
les  c6tes  infiniment  petits  d'un  pol5'gone  inscrit  dans  une 
11.  3i 
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courbe  k  double  Gourbure,  a  pour  limite  celle  qui  est 
formee  par  les  tangentes ;  cependant  cas  derniires  ue  se 
rencontrent  pas^  tandis  que  les  generatrices  de  la  premiere 
surface,  ou  les  c6t^8  indefinis  du  polygone,  se  rencontrent. 
C'est  m^nie  a  cause  de  cela  qu'on  appelle  surface  develop^ 
pable  le  lieu  de  ces  tangentes,  paroe  que  c'est  la  limite 
d'une  surface  compos^e  de  faces  planes  ayant  cbacune  une 
droite  commune  avec  la  suivante,  et  pouvant  par  conse- 
quent &tre  rabattues  toules  sur  un  mfeme  plan,  sans  solu- 
tion de  continite. 

351.  Si  Too  elimine  -j^,  entre  les  equations  (8),  il  vient 

Cette  equation,  jointe  aux  &}uation$  de  la  normale 

x-^x'  '\'p{z — z')  =  o,     y—y'+q{z  —  »')  =  o, 

determinera  les  coordonnees  x^y^  z  du  point  de  rencontre 
des  deux  normale3  infiniment  voisines;  et  Ton  aura  la  sur- 
face, lieu  de  tons  ces  points  de  rencontre,  en  ^liminant 
x\  y,  «'  entre  ces  trois  ^uations  et  celle  de  la  surface 
don  nee. 

352.  Les  equations  (8)  ne  different  des  ^nations  (3  bis) 
que  par  le  changement  de  -  en  {z  —  «').  La  valeur  de 

( z  —  -g')  Vi  H-  ^'  -H  9*3  ou  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  le  point  de  la  surface  et  le  point  de  rencontre 
avec  la   normale  infiniment  voisine,  sera  done  ^ale  a 

-  ^i  -^  p*  -h  q*  ou  a  B.  Ainsi,  les  distances  du  point  de 

la  surface  aux  points  ou  les  normales  infiniment  voisines 
se  rencontrent,  sont  egales  aux  rayons  des  courbures  prin- 
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cipales.  Ces  deux  points  de  rencontre  ne  sont  done  autre 
chose  que  les  centres  des  courbures  principales. 

353.  Cela  pose,  delerminons  la  courbe  qui,  en  chacun 
de  ses  points,  jouit  de  la  propriete  d'etre  tangente  a  la 
section  principale,  et  qui  est  telle,  par  consequent,  que 
les  normales  k  la  surface,  menees  par  deux  points  infini- 
ment  voisins,  pris  sur  cette  courbe,  se  renconlreni.  Les 
coordonuees  a/,  y',  -z'd'un  quelconque  de  ces  points  sa- 
tisferont  k  Tequation  (9)  et  a  celle  de  la  surface  :  cette 
derniere  donne  z^  en  fonction  de  x\  y^  et,  si  Ton  substi- 
tue  cette  valeur  dans  Tequation.  (9),  on  aura  une  Equation 
du  premier  ordre  entre  x',  j',  et  du  second  degre  par 

rapport  A  —7;  on  Tint^grera^  et  Ton  aura  deux  ^nations 

finies,  renfermant  cbacune  une  constante  arbitraire,  que 
Ton  d^terminera  en  exprimant  que  cbacune  de  ces  deux 
&]uations  entre  a/,  el  y  est  satisfaite  par  les  coordonn^es 
du  point  de  la  surface  par  lequel  on  voudra  faire  passer  les 
courbes. 

C'est  ainsi  qu*on  determine  les  equations  de  ces  lignes 
remahjuables  a\ixquelles  on  a  donn^  le  nom  de  lignes  de 
courbure. 

354.  Cherchons  maintenant  Tequation  de  la  surface 
d^veloppable ,  lieu  des  normales  a  la  surface  donnec, 
menses  par  tons  les  points  d'une  de  ws  lignes  de  cour- 
bure. 

Les  Equations  d^une  quelconque  de  oes  normales  ser out 

et  les  ooordonn^es  xf^  y,  s/  devront  satisfaire  k  T^quation 
de  la  surface  donn^  eta  I'integrale  de  Tequation  (9).  Si 
done  on  ^limine  x/^y^  fi  entre  ces  quMre  Equations,  Tequa* 
tion  finale  entre  vd^  y'^  z*  sera  celle  de  la  surface  cherchee. 

3i. 
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Les  deux  surfaces  obtenues  ainsi  pour  les  deux  lignes  de 
courbure  qui  passent  par  un  m&me  point,  se  coupenta 
angle  droit;  et,  en  general ,  toutes  celles  qui  se  rapportent 
a  Tun  des  syst^mes  de  lignes  de  courbure  coupent  a  angle 
droit  toutes  celles  qui  se  rapportent  a  Fautre  systeme. 

355.  Enfin,  si  Ton  veut  connaitre  le  lieu  des  points  de 
rencontre  des  normales  cons^cutives,  ou  TarSte  de  rebrous- 
sement  de  la  surface  qui  est  le  lieu  de  ces  normales,  il  faudra 
joindre  I'equation  (lo)  a  celles  qui  out  determine  requalion 
de  cette  surfsice.  On  en  etiminera  a/,  j^,  z\  au  moyen  des 
deux  equations  de  la  hormale,  et  de  celle  de  la  surface  don- 
nee;  on  aura  ainsi  une  seconde  Equation  entreo:,^,  ^^qui, 
jointe  a  celle  de  la  surface  developpable,  determinera  I'ar^te 
de  rebroussement  qui  correspond  a  la  ligne  de  courbure  que 
I'ou  consid6re. 

Cetle  seconde  equation  entre  x^y^  z^  etant  independante 
de  la  ligne  de  courbure,  est  satisfaite  par  les  aretes  de  re- 
broussement relatives  a  toutes  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  doanee ;  elle  represente  done  le  lieu  de  ces  aretes, 
pu  de  tous  les  points  de  ren,contre  des  normales  consecutives 
de  la  surface  donnee. 

356.  Les  points  de  rencontre  des  normales.  consecutives 
sont,  comme  nous  Tavons  dit,  les  centres  des  cercles  oscu- 
lateurs  des  sections  principales;  mais  il  faut  bien  se  garder 
de  croire  qu  ils  soient  les  centres  des  cercles  osculateurs  des 
lignes  de  courbure;  car  les  normales  qui  y  passent  sont 
taiitgentes  a  une  m6n\e  courbe,  propriety  qui  n'appartient 
jamais  aux  normales  qui  passent  par  les  centres  de  cour- 
bure d'une  courbe  qui  n'est  pas  plane.  Or,  en  ^neral,  les 
lignes  de  courbure  ne  sont  pas  planes ;  et  meme  elles  pour- 
raient  I'etre  sans  que  leurs  cerqles  osculateurs  se  confon- 
.dissent  necessaireoient  avec  ceux  des  sections  principales : 
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on  en  voit  un  exemple  tres-simple  dans  les  paralleles  d'une 
surface  de  revolution.  II  faut,  pour  que  les  centres  de  cour- 
bure  des  sections  principales  soient  ceux  des  lignes  de 
courbure,  que  les  plans  osculateurs  de  ces  lignes  soient 
normaux ,  et  que,  par  consequent,  les  lignes  de  courbure 
soient  les  lignes  de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

Application  au  paraboloide  elliptique. 

357.  Soient  2  a,  2  £,  les  param^tres  des  paraboles  prin- 
cipales d'un  paraboloide  dont  Taxe  est  dans  la  direction 
des  z  positifs  *,  Tequation  de  cette  surface  sera 


2<Z 

et  Von  aura 


'=--^n' 


X  r  1  1 

^       a       ^        0  a  h 

L'^uation  (9),  qui  appartient  aux  deux  lignes  de. cour- 
bure, devient  ainsi ,  en  posant -7  :=:A,a(a  —  i)=— ^B, 

Si  Ton  differentie  cette  equation,  on  obtient 

Si  I'on  tire  de  la  precedente  la  valeur  de  x*  —  A/'  —  B, 
et  qu  on  la  rcporte  dans  la  derniere,  ou  trouve 
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dr 
Divisant  par  ^-f^  elle  devient 

dx*       dx       I  _ 

Les  trois  lermes  etant  des  derivees  exactes,  on  aura,  en 
integrant, 

d'ou  Ton  tire,  en  integrant  de  nouveau, 

Mais  cette  Equation,  avec  deux  constantes  arbitraires,  est 

I'int^grale  de  I'^uation  du  second  ordre,  etdoitrenfermer, 

oomme  cas  particulier,  celle  de  la  propose.  £n  substituant 

cette  valeur  dey  dans  Tequation  du  premier  ordre,  on  trou- 

vera  entre  C  et  C  une  condition  qui  r^uira  ces  constantes 

—  BC 

k  une  seule.  Cette  condition  est  Cf  = 77; »  de  sorte  que 

I  H-  AC  ^ 

r^quation  generate  des  lignes  de  courbure  do  parabololde 

est 

ou,  en  substituant  )^  A  et  B  leurs  valeurs. 


7«  =  Ca:»  + 


aC 


Ces  courbes  se  projetteront  done  sur  le  plan  des  xeijr 
suivant  des  hyperboles  ou  des  ellipses,  suivant  que  C  sera 
positif  oil  n^gatif. 

La  valeur  de  cette  constante  sera  d^terminee  si  Ton 
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doniie  )es  coordoDoees  a/,  ^,  du  point  de  la  surface  par 
lequel  on  veut  faire  passer  la  ligne  de  courbure  :  on  aura 
ainsi  Tequation 

ou 

ax'^  C»  -h  [bj/^  —  fl/»  -h  flA  («  —  &)] C—  Ay»=  o; 

d'ou  Ton  tire  pour  C  des  valeurs  r^elles  inegales.  Tune 
positive  et  Tautre  negative,  que  nous  d^signerons  par  a 
et  —  S.  Les  projections  des  deux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  donne  ont  done  pour  ^nations 

ab(a  —  b)oi 
et 

Si  Ton  suppose  a  ]>  i>  la  parabole ,  situee  dans  le  plan 
des  X  et  ^,  est  celle  qui  a  le  plus  grand  paramitre,  Les 
hyperboles  suivant  lesquelles  se  projettent  les  lignes  de 
courbure  ont  alors  leur  axe  reel  dans  la  direction  de  Taxe 

des^,  et  sa  longueur  est  l/ — ^    "^        ?  ^^  ^s^ 

pour  a  =  00  ,  et  sa  valeur  est  ^b  [a — i),  les  hyperboles 
se  r^duisent  alors  a  Taxe  des^.  On  voit  done  qu'en  portant 
sur  Taxe  desy,  de  part  et  d'autre  de  Forigine,  des  longueurs 
egales  a  >Jb[a — S)^  on  aura  les  limites  entre  lesquelles 
tombent  les  sommets  des  hyperboles,  qui  sont  les  projec- 
tions d'un  des  syslimes  de  lignes  de  courbure. 

L'equation  qui  repr^sente  les  projections  des  lignes  de 
Pautre  syst^e  donne  toujours  des  ellipses  r^elles ,  parce 

que  Ton  xa&  —  6!>o,  ou  6>—  En  eflfet,  si  Ton  sub- 


maximum 
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stitue a  C  dans  Tequation  qui  determine  cette  con- 

stante,  on  trouve  un  resultat  negatif;  et,  comme  elle  n'a 
qu'une  seule  racine  negative,  cette  racine  est  numeri- 

quement  plus  grande  que  -;   ainsi  Ton  a  S}>-,    quels 

que  soient  a/,  y\  ^t  Tequation  ne  donne  que  des  ellipses 
rfeUes. 


Le  demi-axe  des  x  est  egal  at/  — \ =— ,  et  le  demi- 

y  ,  ao  —  o  ^ 

axe  des  y  a  i/ — \__l  '  La  valeur  minimum  de  ce  der- 
nier correspond  a  6  =  oo  ,  et  est  ^i  (a  —  6) ;  elle  donne  les 
m6mes  points  deja  trouves  pour  la  limite  superieure  des 
axes  reels  des  hyperboles.  Dans  ce  cas,  Tellipsese  confond 
avec  une  parlie  de  Taxe  desy. 

Si  Ton  a  a/=o,  une  valeur  de  C  est  infinie;  Tautre 
est  positive  si  Ton  a  y<C\lb[a  —  i),  et  negative  dans 
le  cas  contraire.  Dans  le  premier  cas ,  les  projections 
des  deux  lignes  de  courbure  sont  une  hyperbole  et  I'axe 
desy ',  dans  le  second  cas,  elles  s6  composent  d'une  ellipse 
et  de  I'axe  desy. 

Si  7^=  o,  une  des  valeurs  de  C  est  nulle,  et  T autre  ne- 
gative. Les  deux  lignes  de  courbure  sont  alors  une  ellipse 
el  I'axe  des  x. 

358.  Les  ^nations  qui  d^terminent  les  ombilics  de- 
viennent,  dans  le  cas  que  nous  examinons , 

a:y  =  o^     a  [y^ -^  b^)  =:  b  [x^ -^  a*)\ 
ce  qui  donne  les  deux  syst^mes 

«=3  0,    /  =  ±v^6{a— 6),    et    j  =  o,    a?=:±: ^^(6  —  a). 
On  voit  qu'un  seul  donne  des  coordonnees  reelles;  et, 
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dans  le  cas  actuel ,  c'est  le  premier^  puisqae  nous  avons 
suppose  a  ^  &•  II  y  a  done  deux  ombilics  dans  le  parabo- 
loi'de  elliptique ;  ils  se  trouvent  sur  la  parabole  principale 
qui  a  le  plus  petit  paramitre ,  et  ne  sont  autre  chose  que  les 
deux  points  que  nous  ^vons  d^ja  reconnus  comme  limite 
des  sommets  des  lignes  de  courbure. 

359.  Si  le  paraboloide  est  de  revolution ,  les  ombilics  se 
confondent  ayec  le  sommet.  Les  deux  valeurs  de  C  de- 

viennent  ^  et  —  i ;  et  les  equations  des  lignes  de  courbure 

sont 

r"  o 

^'  =  p^*'    et    j»4-4:'=-; 

la  premiere  repr^sente  tons  les  plans  passant  par  Taxe  de 
revolution,  et  la  seconde,  des  cylindres  ayant  pour  base, 
sur  le  plan  xy^  des  cercles  de  rayon  arbitraire,  ayant 
leur  centre  au  sommet.  Les  lignes  de  courbure  sont  done 
les  m^ridiens  et  les  parall^les,  comm6  cela  a  lieu  dans 
toutes  les  surfaces  de  revolution.  Quant  au  lieu  des  cetitres 
de  courbure,  il  se  compose  evidemment  de  Taxe  de  re- 
volution et  de  la  surface  engendree  par  la  revolution  de 
la  d^veloppee  de  la  courbe  meridienne  autour  du  m^me 
axe. 

Application  a  Vellipsoide, 

360.  Considerons   maintenant   Fellipsoide  ayant  pour 
equation 

fl>       6*      c* 
On  trouvera  par  la  diflerentiation 


#•« 
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